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❞❡s✐❣♥ ❛t t❤❡ ■P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻



①✐✈

✻✵✳ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛t t❤❡ ■P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✶✳ ◆✉♠❜❡r s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣❡rt✉r❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✹✱✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✶✴✹✵γ✱
✶✴✷✵γ✱ ✸✴✷✵γ✮ ♦r ✹✽✱✼✺✻ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✶✴✶✵γ✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✷✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ σy ❢♦r ✶✵✵ r✉♥s ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✸✵✵ µ♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✸✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❝r②♦♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥❡s t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞
t✇♦ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s✳
❚❤r❡❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡ts ✭r❡❞✮ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧✐♥❛❝✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t
✭②❡❧❧♦✇✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✻✹✳ ●r✐❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
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❈❍❆P❚❊❘ ✶

■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

✶✳✶ ❈❯❘❘❊◆❚ ❳✲❘❆❨ ❙❖❯❘❈❊❙ ❆◆❉ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊

❙✐♥❝❡ t❤❡✐r ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ✶✽✾✺✱ ❳✲r❛②s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ✼✵ ②❡❛rs ♦❢ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛②s✱ s♦✉r❝❡s ❜❛r❡❧②

❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ t✉❜❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❞✐s❝♦✈❡r② ❬✶❪✳ ❯♥t✐❧ r❡❝❡♥t❧②✱

❧❛r❣❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✲❜❛s❡❞ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s s❡t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st q✉❛❧✐t② ❳✲

r❛② ❜❡❛♠s ❬✶❪✳ ❆t ♣r❡s❡♥t✱ t❤✐s st❛♥❞❛r❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② s✉r♣❛ss❡❞ ✐♥ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧❛s❡rs

✭❋❊▲s✮ ❬✷❪✳ ❚❤✐r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❛r❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥s ✇✐t❤ ✉♥❞✉❧❛t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦✉rt❤

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❋❊▲s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡✐t❤❡r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✭❧✐♥❛❝✮ ♦r ❛♥ ❡♥❡r❣②✲

r❡❝♦✈❡r② ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✭❊❘▲✮✳ ❈♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ❞❡s✐❣♥s ❞♦ ♥♦t ❢❛❧❧ ✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ❝❛t❡❣♦r②✳

❲❤✐❧❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♦r ♣❧❛♥♥❡❞ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡

♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ t②♣❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐r❞ ❣❡♥❡r❛✲

t✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❢♦✉rt❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

s✉❝❝❡ss♦rs✳ ❙✉❝❤ s♦✉r❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▲✐❣❤t ❙♦✉r❝❡ ✭❆▲❙✮ ❛t ▲❛✇r❡♥❝❡ ❇❡r❦❡❧❡②

◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭▲❇◆▲✮✱ t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ P❤♦t♦♥ ❙♦✉r❝❡ ✭❆P❙✮ ❛t ❆r❣♦♥♥❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜✲

♦r❛t♦r② ✭❆◆▲✮✱ t❤❡ ❙Pr✐♥❣✲✽ ✭❙✉♣❡r P❤♦t♦♥ r✐♥❣✲✽ ●❡❱✮ ❛t t❤❡ ❏❛♣❛♥ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❘❛❞✐❛t✐♦♥

❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡ ✭❏❆❙❘■✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t② ✭❊❙❘❋✮ ✐♥

❊✉r♦♣❡ ❬✸❪✳

❆♠♦♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ❢♦✉rt❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ▲✐♥❛❝ ❈♦❤❡r❡♥t ▲✐❣❤t ❙♦✉r❝❡

✭▲❈▲❙✮ ❛t t❤❡ ❙t❛♥❢♦r❞ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡❧❡r❛t♦r ❈❡♥t❡r ✭❙▲❆❈✮✱ t❤❡ ❋r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ▲❆❙❡r ❛t

❍❛♠❜✉r❣ ✭❋▲❆❙❍✮ ❛t ❉❊❙❨ ✭❉❡✉ts❝❤❡s ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲❙❨♥❝❤r♦tr♦♥✮✱ ❙Pr✐♥❣✲✽ ❈♦♠♣❛❝t ❙❆❙❊

❙♦✉r❝❡ ✭❙❈❙❙✮ ❛t ❏❆❙❘■✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊❘▲✲❋❊▲ ❛t ❏❡✛❡rs♦♥ ▲❛❜ ✭❏▲❛❜✮ ❬✹✕✾❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❛❝✐❧✐t②✱

t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❳❋❊▲ ✐s ❜❡✐♥❣ ✜♥❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✉s❡rs ✐♥ ✷✵✶✼✱ ✇❤✐❧❡

❛t ❈♦r♥❡❧❧ ❛♥ ❊❘▲ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❤❡r❡♥t ❳✲r❛② s♦✉r❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✹✱ ✾✱ ✶✵❪✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥✲

t❛❣❡ ♦❢ ❧✐♥❛❝✲❞r✐✈❡♥ ❋❊▲s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ♠♦r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❳✲r❛② ❜❡❛♠✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊❘▲✲❞r✐✈❡♥ ❋❊▲s ❬✷❪✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ s❤♦✇s ❜♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ r❛♥❣❡s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❬✷✱✶✶❪✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡

✐s ❢♦r s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤s✱ ❤✐❣❤❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❳✲r❛②s ❬✶✷❪✳
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❚❆❇▲❊ ✶✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❳✲r❛② ❜❡❛♠s ❛t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❬✷✱ ✶✶❪✳

P✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭♣s✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡
✭♣❤✴✭s✲♠♠✷✲♠r❛❞✷✲✵✳✶✪❇❲✮

✸r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✸✵ 1017 − 1020

❆P❙ >✷✵ 3× 1019

✹t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❋❊▲ ✵✳✶ 1022 − 1024

✹t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❊❘▲ ✵✳✶ ✲ ✶ 1019 − 1022

❈♦r♥❡❧❧ ❊❘▲ ❤✐❣❤ ✢✉① ✶✳✼ 6× 1021

❈♦r♥❡❧❧ ❊❘▲ ❤✐❣❤ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✷ 2× 1022

❋♦r ❛ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ s♦✉r❝❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ♦r s♣❡❝tr❛❧ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✐①✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✻❉✮ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❬✶✸❪✳

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ✐s

B ≈ γ2F0.1%

4π2ǫNx,rmsǫ
N
y,rms

. ✭✶✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ F0.1% ✐s t❤❡ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✵✳✶✪ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ γ ✐s t❤❡

r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠✱ ǫNx,rms ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱

❛♥❞ ǫNy,rms ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ✈❡rt✐❝❛❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❬✶✷✱✶✸❪✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❛♥❞ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡r❡✱ ❊q✳ ✭✶✮ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠

❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✶✵s ♦❢ ▼❡❱s✳

■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠

❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡

❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❦❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉♥❝❤

❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ s♣♦t s✐③❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r F0.1% ❢♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣

❧❛s❡rs✳ ■❢ t❤❡ ✜rst ❜❡❛♠ ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✷✺ ▼❡❱ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦❢ ✵✳✶ ♠♠✲

♠r❛❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✺✵ ▼❡❱ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦❢ ✵✳✷ ♠♠✲♠r❛❞

t❤❡♥ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❉❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛

❧❛r❣❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ t❤❡ ✺✵ ▼❡❱ ❜❡❛♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❥✉st ❛s ❜r✐❣❤t ❛s t❤❡

✷✺ ▼❡❱ ❜❡❛♠✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❳✲r❛② ❜❡❛♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ t✇♦

❜❡❛♠s✳

✶✳✷ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❳✲r❛② ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❡①✐st t♦❞❛②❀ ❛♥② ❣✐✈❡♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛②



✸

❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✜❡❧❞s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ✉s❡

✐♥❝❧✉❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣✐♥❣ ✭P❈■✮✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❛❞✐♦❣r❛♣❤②✱ ❑✲❡❞❣❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣✱

r❛❞✐♦t❤❡r❛♣② ✭tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t✉♠♦rs ✇✐t❤ ❳✲r❛②s✮✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮✳ ❙♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ❝✉❧t✉r❛❧ ❤❡r✐t❛❣❡✱ ♠❛t❡r✐❛❧

s❝✐❡♥❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ❬✶✷✱✶✹❪✳

✶✳✸ ❈❖▼P❆❈❚ P❍❖❚❖◆ ❙❖❯❘❈❊❙

❆t ♣r❡s❡♥t✱ ♠♦st ❤✐❣❤ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ s♦✉r❝❡s ❡①✐st ❛t ❧❛r❣❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤✐r❞✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥

s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❬✶✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❝❡r♥s✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❝♦st✱ r✐s❦ ♦❢

tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐t❡♠s✱ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r✉♥t✐♠❡ ❛t ❧❛r❣❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥

❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❧❛❜♦r❛t♦r②✲s❝❛❧❡ s♦✉r❝❡s✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❝♦♠♣❛❝t✑✱ ♦♥❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❛♥② ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ✜ts ✐♥ ❛ ✶✵✵ ♠2 ❛r❡❛✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡

t❤❛t t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦st ❛r❡ ♥♦t ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❝❤ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♥♦♥✲❡①♣❡rts✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✭■❈▲❙✮ ✲ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝

❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛s❡r✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛s❡r✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s

♣r♦❣r❡ss ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐❧❧ ❜❡ t♦✉❝❤❡❞ ♦♥ ❧❛t❡r✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ✐s t❤❡

r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♦✛ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r s❝❛tt❡rs✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ t②♣✐❝❛❧❧②

✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ 10s ♦❢ ▼❡❱✿ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✭❧✐♥❛❝✮ ♦r ❛ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ✭r✐♥❣✮ ❬✶✹❪✳ ❆

❧✐♥❛❝ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ r❛❞✐♦❢r❡q✉❡♥❝② ✭❘❋✮ ♦r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✭❙❈✮ ❘❋ ✭❙❘❋✮ ❝❛✈✐t✐❡s t❤❛t

❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❜❡❛♠ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❡r❣② ❬✶✸❪✳ ❘✐♥❣s ❛r❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡s ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❜❡❛♠

♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣

✉s❡❞ ❬✶✺❪✳

❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❊①✐st✐♥❣ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝ts ❝✉r✲

r❡♥t❧② ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♦r ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣✮ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ✢✉①❡s t❤❛♥

t❤♦s❡ ♦❢ ❧✐♥❛❝s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜r✐❣❤t♥❡ss ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❧♦✇❡r ❬✶✹❪✱ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r ❢♦r ❛ r✐♥❣ t❤❛♥ ❛ ❧✐♥❛❝✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❢✉❧❧ ❡♥❡r❣②

❧✐♥❛❝ ✐s ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥②✇❛② ❢♦r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ r✐♥❣ ❬✶✱✶✸✱✶✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r✐♥❣s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❝✉rr❡♥t t❤❛♥ ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❧✐♥❛❝s✱ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧②

❤❛✈❡ ❜❡tt❡r st❛❜✐❧✐t② ❬✶✱ ✶✹❪✳

▲✐♥❛❝✲❜❛s❡❞ ■❈❙ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛t ❧♦✇❡r ♣✉❧s❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥



✹

r❛t❡s✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r r❛t❡s✳ ❋♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠s

✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❛❜♦✈❡ ✶✵ ▼❡❱✱ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❬✶✱ ✶✹❪✳ ❈✉rr❡♥t

❝r②♦❣❡♥✐❝ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❢♦r ❙❘❋ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❧✐♥❛❝

♣r♦❥❡❝ts ✭❛♥❞✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛r❡ ❜② s♦♠❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ ❧✐♥❛❝ ♣r♦❥❡❝t t♦ s✉❝❝❡❡❞✮✱

❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ ♥♦♥✲❡①♣❡rt ✉s❡rs ❛r❡ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ✉s✐♥❣✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡

t♦ ♠♦st ❧✐♥❛❝ ♣r♦❥❡❝ts ✐s ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣✉♥✱ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts

❜✉t ♥♦t ②❡t ❛ ♠❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❬✶✹✱ ✶✻❪✳ ▲✐♥❛❝ ♣r♦❥❡❝ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s❤♦rt❡r

❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤s✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ s♠❛❧❧❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❣r❡❛t❡r

✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝ts ❬✶✱ ✶✹❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ♦♥❧② ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❜✉✐❧t ❜② ▲②♥❝❡❛♥

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧✐♥❛❝ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦

❛ st♦r❛❣❡ r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉♣✐❡s ❛ ✶ ♠ ❜② ✷ ♠ ❢♦♦t♣r✐♥t✳ ❚❤✐s ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡❧✐✈❡rs ∼109 ♣❤✴s

✐♥ ❛ 3% ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ r♠s s♣♦t s✐③❡ ♦❢

∼✹✺ µ♠ ❬✶✹✱✶✼❪✳

❚❛❜❧❡ ✷ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❥❡❝ts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ❞❡s✐❣♥✳ ❚♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❜❡st r♦t❛t✐♥❣ ❛♥♦❞❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛② ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❛ ❧❛❜ ❛s ❛♥ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✱ ❤❛✈❡ ❛ ✢✉① ♦❢ ∼6 × 109 ♣❤✴s ❛♥❞ ❛ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

109 ♣❤♦t♦♥s✴✭s❡❝✲♠♠✷✲♠r❛❞✷✲✵✳✶✪❇❲✮ ❬✶❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ t❤❛t ♠✐❣❤t

t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❢❛❝✐❧✐t② ❤❛s ❛ ✢✉① ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ∼1011 − 1013 ♣❤✴s ❬✶✽❪ ❛♥❞

❛ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ ∼1019 ♣❤♦t♦♥s✴✭s❡❝✲♠♠✷✲♠r❛❞✷✲✵✳✶✪❇❲✮ ❬✶✶❪✳

●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛ r♦❜✉st ✉s❡r ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡

t❤❛t s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✢✉①❡s ♦❢ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ ❳✲r❛②s ❛r❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡

❜❡st ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r s✉❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✱ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡s✐❣♥❡❞ ❝♦♠♣❛❝t s♦✉r❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❬✶✷❪✳

✶✳✹ ❚❆❘●❊❚ ❙P❊❈■❋■❈❆❚■❖◆❙ ❋❖❘ ❚❍❊ ▲■◆❆❈ ❉❊❙■●◆

❋♦r ❛♥ ✏✐♥t❡r❡st✐♥❣✑ ❝♦♠♣❛❝t s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②

❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② t❤❛♥ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❆ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❬✶✹❪

❝♦✈❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ❈♦♠♣t♦♥ s♦✉r❝❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧✐♥❛❝✲

❜❛s❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✢✉① ♦❢ ∼ 1013 − 1014 ♣❤✴s ❛♥❞ ❛ ❜r✐❣❤t♥❡ss

♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1012−1015 ♣❤✴✭s❡❝✲♠♠✷✲♠r❛❞✷✲✵✳✶✪❇❲✮✳ ❖♥❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t

✐s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐③❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆s t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ s♣♦t s✐③❡✱ ❛ ♥❛rr♦✇❡r

❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❣r❡❛t❡r tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ❬✶✹❪✳
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❚❆❇▲❊ ✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ■❈▲❙ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡s✐❣♥s✳

Pr♦❥❡❝t ❚②♣❡ Ex ✭❦❡❱✮ P❤✴s P❤✴✭s✲♠r❛❞✷ σx ✭µ♠✮
✲♠♠✷✲✵✳✶✪❇❲✮

▲②♥❝❡❛♥ ❬✶✷✱✶✼✱✶✾❪ ❙❘ ✶✵✲✷✵ 1011 1011 ✹✺
❚❚❳ ❬✷✵❪ ❙❘ ✷✵✲✽✵ 1012 1010 ✺✵
▲❊❳● ❬✷✶❪ ❙❘ ✭❙❈✮ ✸✸ 1013 1011 ✷✵
❚❤♦♠❳ ❬✷✷❪ ❙❘ ✷✵✲✾✵ 1013 1011 ✼✵
❑❊❑ ◗❇ ❬✷✸❪ ▲✐♥❛❝ ✭❙❈✮ ✸✺ 1013 1011 ✶✵
❑❊❑ ❊❘▲ ❬✷✹❪ ▲✐♥❛❝ ✭❙❈✮ ✻✼ 1013 1011 ✸✵
◆❊❙❚❖❘ ❬✷✺❪ ❙❘ ✸✵✲✺✵✵ 1013 1012 ✼✵
▼■❚ ❬✶❪ ▲✐♥❛❝ ✶✷ 1013 1012 ✷
❖❉❯ ▲✐♥❛❝ ✭❙❈✮ ≤ ✶✷ 1014 1015 ✸

❆ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ❧✐♥❛❝ ❞❡s✐❣♥ ✇❛s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ r✉♥ ❛t ✹✳✷ ❑ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷ ❑✳ ❚❤✐s

❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ✲ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❡❛s✐❡r t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦st✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❙❘❋ str✉❝t✉r❡s

✲ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ▼❍③ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ ●❍③ ♦r ❤✐❣❤❡r ❬✷✻❪✳

❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✶ ♠♠✲♠r❛❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥

♦t❤❡r ❙❘❋ ✐♥❥❡❝t♦r ❣✉♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✶✵ ♣❈ ♠❛❦❡s t❤✐s

❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❬✶✻✱✷✻❪✳ ❚♦ ❛tt❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❛✈❡r❛❣❡ ✢✉①✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✢✉①

✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛ ❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢

✶✵✵ ▼❍③ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❧♦✇ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦❢

❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❛❧s♦ ❤❡❧♣❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✢✉①✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ❢♦r ❜♦t❤

✇❛s s❡t ❛t ∼✸ µ♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧ ❜✉t ❢❡❛s✐❜❧❡✳

❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✷✺ ▼❡❱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛s❡r ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✳✷✹ ❡❱

✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❆t t❤✐s ❧❛s❡r ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ r❡❣✐♠❡✱ s♦ t❤❡

❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❳✲r❛②s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

EX−ray = 4γ2Elaser ✭✷✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞ Elaser ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t

❧❛s❡r ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✷✺ ▼❡❱ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✶✳✷✹ ❡❱ ❢♦r t❤❡ ❧❛s❡r

❣❡♥❡r❛t❡ ❳✲r❛②s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✷ ❦❡❱✳ ❳✲r❛②s ❛t ✶✷ ❦❡❱ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ ❆♥❣str♦♠✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❧❛r❣❡ t❤✐r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✐t❡s✳
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❋♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② s♠❡❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✢✉① t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✵✸✪✳ ❆t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❡♥❡r❣②

♦❢ ✷✺ ▼❡❱✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ✼✳✺ ❦❡❱✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡

✢✉① r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤♦✉r❣❧❛ss ❡✛❡❝t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✐s s❡t t♦

< 1 ♠♠ ❬✷✻❪✳

❋♦r t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠✱ ❛ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❧❛s❡r ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧

❧❛s❡r ✇♦✉❧❞✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❤❛✈❡ ❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ✶ ▼❲✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✶✵✵ ❦❲

t♦❞❛②✳ ❖♥❡ ▼❲ ✐s ✇✐❞❡❧② r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❜✉t ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❬✶✷✱✶✹✱✷✻✱✷✼❪✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t② ❛r❡ ❧❡ss ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✿ ✶ µ♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤

✭✶✳✷✹ ❡❱✮✱ 5× 1016 ♣❤✴❜✉♥❝❤✱ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ ✸✳✷ µ♠ ❛t ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❡❛❦ str❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r

a = 0.026✱ ❛ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ❬✷✻❪✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❛♥❞

❡st✐♠❛t❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧

❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ✇✐❧❧ ❜❡ ✶✷ ❦❡❱ ✇✐t❤ 1.6× 106 ♣❤♦t♦♥s✴❜✉♥❝❤✳

❚❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✢✉① ✇✐❧❧ ❜❡ 1.6×1014 ♣❤✴s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ 1.5×1015 ♣❤✴✭s❡❝✲

♠♠✷✲♠r❛❞✷✲✵✳✶✪❇❲✮ ❬✶✷✱✷✻❪✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❛s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❛❝t

❈♦♠♣t♦♥ s♦✉r❝❡ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧

✉s❡rs ❬✶✹❪✳

❚❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❡❛r❧✐❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✳ ❉❡s✐r❡❞

❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭■P✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❖♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t②

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛t ♠❛② s♦♦♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❬✶✷✱✷✼❪✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡s❡ t❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱

t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳
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❚❆❇▲❊ ✸✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❊♥❡r❣② ✷✺ ▼❡❱
❇✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ✶✵ ♣❈
❘❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ✶✵✵ ▼❍③
❆✈❡r❛❣❡ ❝✉rr❡♥t ✶ ♠❆
❚r❛♥s✈❡rs❡ r♠s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✵✳✶ ♠♠✲♠r❛❞
βx,y ✺ ♠♠
σx,y ✸ µ♠
❋❲❍▼ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✸ ✭✵✳✾✮ ♣s❡❝ ✭♠♠✮
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✼✳✺ ❦❡❱

❚❆❇▲❊ ✹✿ ▲❛s❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✶ ✭✶✳✷✹✮ µ♠ ✭❡❱✮
❈✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ♣♦✇❡r ✶ ▼❲
Nγ✱ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✴❜✉♥❝❤ 5× 1016

❙♣♦t s✐③❡ ✭r♠s✮ ✸✳✷ µ♠
P❡❛❦ str❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ a = eEλlaser/2πmc2 ✵✳✵✷✻
❘❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ✶✵✵ ▼❍③
P✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✺✵ ♣s

❚❆❇▲❊ ✺✿ ▲✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❳✲r❛② ❡♥❡r❣② ❯♣ t♦ ✶✷ ❦❡❱
P❤♦t♦♥s✴❜✉♥❝❤ 1.6× 106

❋❧✉① 1.6× 1014 ♣❤♦t♦♥✴s❡❝
❆✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ 1.5× 1015 ♣❤♦t♦♥✴✭s❡❝✲♠♠✷✲♠r❛❞✷✲✵✳✶✪❇❲✮
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■◆❱❊❘❙❊ ❈❖▼P❚❖◆ ▲■●❍❚ ❙❖❯❘❈❊

✷✳✶ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉

✷✳✶✳✶ ❙P❊❈■❆▲ ❘❊▲❆❚■❱■❚❨ ❆◆❉ ❇❊❆▼ ❉❨◆❆▼■❈❙

❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ s♣❡❡❞ v ❛♥❞ r❡st ♠❛ss m✱ ✐ts ✏♥♦r♠❛❧✐③❡❞✑ s♣❡❡❞ ✐s β✱ s✉❝❤ t❤❛t β ≡ v/c

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦r✱ γ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

γ ≡ 1/
√

1− β2, ✭✸✮

✇✐t❤ ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ (γ− 1)mc2✱ ❛♥❞ ❛ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ γmc2✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦♠❡♥t✉♠

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② p = γmv✱ ✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ◆♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

✭❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮ ❛♣♣❧② ✇❤❡♥ β ≪ 1 ❬✷✽✱ ✷✾❪✳

▲❡t t❤❡r❡ ❜❡ t✇♦ ✐♥❡rt✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s✱ K ❛♥❞ K ′✱ ✇✐t❤ v ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (ct, x, y, z) ❛♥❞ (ct′, x′, y′, z′)✱

✐♥ t❤❡ K ❛♥❞ K ′ ❢r❛♠❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t x0 ≡ ct,x = (x, y, z) ✇✐t❤ x′
0 ❛♥❞ x′ ❞❡✜♥❡❞

s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❧❡t t❤❡ ✏♥♦r♠❛❧✐③❡❞✑ ✈❡❧♦❝✐t② β ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t β = v/c ❛♥❞

β = |β|✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦

❢r❛♠❡s✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
x′
0 = γ(x0 − β · x)

x′ = x+
γ − 1

β2
(β · x)β − γβx0.

✭✹✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s♣❡❡❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s ✭✐✳❡✳✱ β ∼ 0, γ ∼ 1✮✱

❊q✳ ✭✹✮ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥t♦ t❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✷✾❪✳

❋♦r ❛ ♣❤♦t♦♥ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛♥❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡

❢r❛♠❡ K✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ K ′ ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡s ❢♦r ❛t s♣❡❡❞ βc ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢r❛♠❡

K✱ t❤✐s ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ω′ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k′✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡

♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❢r❛♠❡✱

φ = ωt− k · x = ω′t′ − k′ · x′ ✭✺✮



✾

✐s ❛ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ (ω,k) ✐s ❛ ✹✲✈❡❝t♦r✳ ❙✉❜s✐t✉t✐♥❣ ❢♦r

t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ K ′ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ K ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ▲♦r❡♥t③

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t
k′
0 = γ(k0 − β·k)

k′
‖ = γ(k‖ − βk0)

k′
⊥ = k⊥

✭✻✮

✇✐t❤ ω′ = ck′
0 ❛♥❞ ω = ck0✳ ❋♦r ❧✐❣❤t ✇❛✈❡s✱ |k| = k0 ❛♥❞ |k′| = k′

0✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ❊q✳ ✭✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ω′ = γω(1− β cos θ)

tan θ′ =
sin θ

γ(cos θ − β)

✭✼✮

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢♦r♠✉❧❛❡
ω = γω′(1 + β cos θ′)

tan θ =
sin θ′

γ(cos θ′ + β)

✭✽✮

✇❤❡r❡ θ ❛♥❞ θ′ ❛r❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ k ❛♥❞ k′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ v ❬✷✾❪✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇ r❡❧❛t✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s F = dp/dt✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❣✐✈❡♥

♣r❡✈✐♦✉s❧② ②✐❡❧❞s

F = m
d

dt
γv. ✭✾✮

❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ q ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② v ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B✱

t❤❡♥

F = q(E+ v ×B) ✭✶✵✮

✐s t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡ ❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

❛s
d(γv)

dt
=

q

m
(E+ v ×B). ✭✶✶✮

■♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❊▼✮ ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛r❡

❜♦t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ✭❙❘❋ ❝❛✈✐t✐❡s✱ ♠❛❣♥❡ts✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ✭t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉♥❝❤

❛❝t✐♥❣ ✉♣♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤✮✳

✷✳✶✳✷ ▼❆❳❲❊▲▲✬❙ ❊◗❯❆❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❊▲❊❈❚❘❖▼❆●◆❊❚■❈ ❋■❊▲❉❙



✶✵

■♥ ❛ s♦✉r❝❡✲❢r❡❡ ✈❛❝✉✉♠✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❙■ ✉♥✐ts✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

∇·E = 0

∇×B =
1

c2
∂E

∂t

∇×E = −∂B

∂t

∇·B = 0

✭✶✷✮

✇✐t❤ c t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ E t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ B t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡

❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝t✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∇2E− 1

c2
∂2E

∂t2
= 0

∇2B− 1

c2
∂2B

∂t2
= 0

✭✶✸✮

■❞❡❛❧❧②✱ ❛ ❝❛✈✐t② ✐s ❛ ✈❛❝✉✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥❞✉❝t♦r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

n̂ ·B = 0

n̂× E = 0
✭✶✹✮

✇❤❡r❡ n̂ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦r ♥♦r♠❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✷✾❪✳ ❈♦♥s❡✲

q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠

✭✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✹✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❛✈✐t② ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ♣✐❧❧❜♦① ❝❛✈✐t②✳

❋♦r ❛♥② ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢

E(x, y, z, t) = E(x, y)ej(kz−ωt)

H(x, y, z, t) = H(x, y)ej(kz−ωt),
✭✶✺✮

✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ω = 2πf ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚✇♦ t②♣❡s

♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞t✐♦♥ ✲ tr❛♥s✈❡rs❡

♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❚▼✮ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✭❚❊✮ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣✐❧❧❜♦① ❝❛✈✐t② ♦❢



✶✶

r❛❞✐✉s R ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ L ✐♥ ❛ ❚▼ ♠♦❞❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Ez = E0 cos
(pπz

L

)

Jm

(xmnr

R

)

cos(mφ)

Er = −E0
pπR

Lxmn

sin
(pπz

L

)

J ′
m

(xmnr

R

)

cos(mφ)

Eφ = E0
mpπR2

rLx2
mn

sin
(pπz

L

)

Jm

(xmnr

R

)

sin(mφ)

Hz = 0

Hr = jE0
mωR2

cηrx2
mn

cos
(pπz

L

)

Jm

(xmnr

R

)

sin(mφ)

Hφ = jE0
ωR

cηxmn

cos
(pπz

L

)

J ′
m

(xmnr

R

)

cos(mφ)

✭✶✻✮

❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❚❊ ♠♦❞❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Hz = H0 sin
(pπz

L

)

Jm

(

x′
mnr

R

)

cos(mφ)

Hr = H0
pπR

Lx′
mn

cos
(pπz

L

)

J ′
m

(

x′
mnr

R

)

cos(mφ)

Hφ = −H0
mpπR2

rL(x′
mn)

2
cos

(pπz

L

)

Jm

(

x′
mnr

R

)

sin(mφ)

Ez = 0

Er = jH0
mηωR2

cr(x′
mn)

2
sin

(pπz

L

)

Jm

(

x′
mnr

R

)

sin(mφ)

Eφ = jH0
ηωR

cx′
mn

sin
(pπz

L

)

J ′
m

(

x′
mnr

R

)

cos(mφ)

✭✶✼✮

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ η ✐s t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✱ ω ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤

♠♦❞❡✱ Jm ✐s t❤❡ mth ♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞✱ ❛♥❞ J ′
m ✐s ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❤❡

✈❛❧✉❡s xmn ❛♥❞ x′
mn ❛r❡ t❤❡ nth ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s Jm ❛♥❞ J ′

m✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

♠♦❞❡s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❚▼mnp ❛♥❞ ❚❊mnp✱ ✇❤❡r❡ m✱ n✱ ❛♥❞ p ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ Ez ♦r Hz ✐♥ t❤❡ z✱ r✱ ❛♥❞ φ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ❚▼ ♠♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ωmnp = c

√

(xmnc

R

)2

+
(pπ

L

)2

✭✶✽✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ❚❊ ♠♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ωmnp = c

√

(

x′
mnc

R

)2

+
(pπ

L

)2

. ✭✶✾✮
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❋■●✳ ✶✿ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t②✳

❚❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❚▼010 ❛♥❞ ❚❊111 ♠♦❞❡s✳ ❚▼0np ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦

Ez ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❚▼010 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ❬✷✽❪✳ ❚❤♦✉❣❤ ✉s✐♥❣

❛ ♣✐❧❧❜♦① ❝❛✈✐t② ✇♦✉❧❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s ❛♥

❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t②✱ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ♠✉❧t✐❝❡❧❧ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❜❡❝❛♠❡

❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜❡❛♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❬✸✵❪✳

❆♥♦t❤❡r ❜❛s✐❝ t②♣❡ ♦❢ ❝❛✈✐t② ✐s t❤❡ ❝♦❛①✐❛❧ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡

❝❛✈✐t②✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝❛✈✐t②

✐s t❤❡ ❚❊▼ ♠♦❞❡✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❙♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡

❚❊▼ ♠♦❞❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✷✽❪✳

❆♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊▼ ✜❡❧❞s ❡①✐st ❢♦r ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝❛✈✐t② ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✲

✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ♣✐❧❧❜♦① ❝❛✈✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ❛❧t❡r❡❞

❜② ❛❞❞✐♥❣ ❜❡❛♠ ♣♦rts t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❜❡❛♠ t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤✱ ❧❡t ❛❧♦♥❡ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② t♦

❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡

✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r✲

❡♥❝❡ ▼❡t❤♦❞ ✭❋❉▼✮✱ ❇♦✉♥❞❛r② ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❇❊▼✮✱ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮✱

❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞ ✭❋❱▼✮✱ ❛♥❞ ❋✐♥✐t❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❋■❚✮ ❬✸✶✱ ✸✷❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ❬✸✸✱ ✸✹❪✳ ❚❤❡

❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♦❧✈❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ P♦✐ss♦♥ ❙✉♣❡r✜s❤ ❛♥❞ ❈❙❚ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❙t✉❞✐♦✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✷✳✶✳✸ ❙❘❋ P❆❘❆▼❊❚❊❘❙ ❖❋ ❈❆❱■❚■❊❙

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t✑ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❙❘❋

❝❛✈✐t✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ♠♦r❡ ♥✉❛♥❝❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ s✐♠✐❧❛r ❝❛✈✐t✐❡s ♠❛② r❡q✉✐r❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛
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❋■●✳ ✷✿ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ❝♦❛①✐❛❧ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡✳

❜❡❛♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛✈✐t②

❞❡s✐❣♥s✳

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❣❛✐♥ ❜② ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✉♣♦♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❣❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Vacc(t, φ) =

∫ ∞

−∞

Ez(z)e
i(ωt(z)+φ)dz ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ Ez(z) ✐s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z✱ ω ✐s t❤❡ ❘❋ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t(z)

✐s t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ z✱ ❛♥❞ φ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞

t❤❡ ❘❋ ✜❡❧❞✳ ❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❛s ✐t tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❝❛✈✐t②✱

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ z = βct ✐s tr✉❡✱ ✇❤❡r❡ βc ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s

✐♥t♦ ❊q✳ ✭✷✵✮✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❣❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Vacc(β, φ) =

∫ ∞

−∞

Ez(z)e
i(ωz/βc+φ)dz. ✭✷✶✮

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ Vacc ✐s s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ φ✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥

♣❛rt✐❝❧❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ♣❤❛s❡ ❛t ✇❤✐❝❤ Vacc ✐s ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ Vacc ❛t t❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐s V0✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Eacc =
V0

L
✭✷✷✮
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✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ Epeak/Eacc ❬✉♥✐t❧❡ss❪ ❛♥❞

Bpeak/Eacc ❬♠❚✴✭▼❱✴♠✮❪ ❣✐✈❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✜❡❧❞✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② t♦ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ❬✸✺❪✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s

❞♦❝✉♠❡♥t✱ t❤❡s❡ r❛t✐♦s ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ q✉♦t❡❞ ❛s E∗
p [MV/m] ♦r B∗

p [mT ]✱ ✇✐t❤ ∗Eacc = 1 MV/m✳

❚❤❡ r❛t✐♦ Bpeak/Epeak ♦r Bp/Ep ✐s ❛❧s♦ q✉♦t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛✈✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

U =
1

2
ǫ0

∫

V

|E|2dV =
1

2
µ0

∫

V

|H|2dV ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ ǫ0 ✐s t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✱ µ0 ✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ |E| ❛♥❞ |H|
❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❛✈✐t② ❬✷✾❪✳ P♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛✈✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pd =
1

2
Rs

∫

S

|H|2dS ✭✷✹✮

✇❤❡r❡ Rs ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥♥❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝✲

t✉r❡✳ ❚❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Q0 =
ωU

Pd

✭✷✺✮

✇❤❡r❡ ω ✐s t❤❡ ❘❋ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ Q0 ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✭U✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥♥❡r s✉r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ r❛❞✐❛♥✭Pd✮✳ ❚❤❡ s❤✉♥t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

R =
V 2
0

Pd

✭✷✻✮

❛♥❞ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❘❋ ♣♦✇❡r t♦ ✈♦❧t❛❣❡ ❣❛✐♥ ❬✷✽❪✳ ❚❤❡

r❛t✐♦ R/Q0[Ω] ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝❛✈✐t② s✐③❡ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ❝❛✈✐t② ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❢❛❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

G = Q0Rs[Ω] ✭✷✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s✐③❡ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛❧s♦ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ❝❛✈✐t② s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r RRs[Ω
2] ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ q✉♦t❡❞✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ❜❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s (R/Q0)×Q0Rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❧②

♦♥ ❝❛✈✐t② s❤❛♣❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❧② ♦♥ ❝❛✈✐t② s❤❛♣❡ ❬✷✽❪✳

✷✳✷ ❇❊❆▼ P❆❘❆▼❊❚❊❘❙

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✈❛r✐♦✉s ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s ✲

♠❛❦✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❛♠ q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❡❛♠s✳
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❋■●✳ ✸✿ ■❞❡♥t✐❝❛❧ ❜✉♥❝❤ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ✭❧❡❢t✮ E ✈s z ❛♥❞ ✭r✐❣❤t✮ E ✈s t✳

❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ♠♦r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t❡r♠s ❛r❡

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤❡r❡✳

❆ss✉♠❡ s♦♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❡①✐st ✐♥ ❛ ❜✉♥❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ✐❞❡❛❧

✭❛✈❡r❛❣❡✮ ❡♥❡r❣② ♦❢ E0✳ ❆t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② ❛ s❡t ♦❢ s✐① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ (x, px, y, py, z, pz)✱ ✇❤❡r❡ x ❛♥❞ y ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ px ❛♥❞ py ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t❛✱ z ✐s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡

t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤✱ ❛♥❞ pz ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤✳

❙✉❝❤ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣

❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❛ss ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛r❡

♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❚❤✉s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, px, y, py, z, pz)

❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤✱ ❛♥❞ z

❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦✛s❡t ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ♣❤②s✐❝s✳

❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ t ♠❛② r❡♣❧❛❝❡ z✱ ✇❤❡r❡ ♥♦✇ t ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s ❢♦r t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t = −z/βzc✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✇✐t❤✐♥ ❛ ❜✉♥❝❤ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s z ❛♥❞ t✳ ❋♦r ❛ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② E ♦❢ ❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥

t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ p ❜② βE = cp = c
√

p2x + p2y + p2z✳

■t ✐s ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ s❡t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ (x, x′, y, y′, z, δ) ✇❤❡r❡

x′ ≡ px/pz✱ y′ ✐s s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ δ ≡ ∆p/p0 s✉❝❤ t❤❛t ∆p ≡ p − p0✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞

t❤❛t p0 ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡rr♦r

δ ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✱ x′ ≈ px/〈pz〉✳
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❋■●✳ ✹✿ P❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❡❧❧✐♣s❡ ✇✐t❤ ❚✇✐ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❇❡❛♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t②♣✐❝❛❧❧② r❡❢❡r

t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ♣❧♦ts ♦❢ x′ ✈s✳ x ❛♥❞ y′

✈s✳ y✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤✳ ❆♥ ❡❧❧✐♣s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❛r♦✉♥❞ ❛

❝❡rt❛✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ t❤✐s ❡❧❧✐♣s❡ ❝❛♥ ❜❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

γxx
2 + 2αxxx

′ + βxx
′2 = ǫx, ✭✷✽✮

✇❤❡r❡ αx(s), βx(s), γx(s), ❛♥❞ ǫx ❛r❡ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧✮ ❡❧❧✐♣s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❚✇✐ss

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❚✇✐ss ♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞ γ✱ ❛s t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✐♥

t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦rs ❞❡♥♦t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ s✉❜s❝r✐♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❚✇✐ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜②

t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ✐s ǫxπ✱ ✇❤❡r❡ ǫx ✐s t❤❡ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r

♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡✳ ❋✐❣✳ ✹ s❤♦✇s ❛ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡

❡❧❧✐♣s❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❚✇✐ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞r❛✇♥ ❡❧❧✐♣s❡✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞

♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♣♣❧✐❡s ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✳

❆❢t❡r ♥✉♠❡r♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❜② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ✐♥ ♣❤❛s❡

s♣❛❝❡ ♠❛② ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥❞✐st✐♥❝t ❡❞❣❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ∼✽✺✪ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤

♠❛② ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✪ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❬✶✸❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t r❡t❛✐♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s

♦❢t❡♥ q✉♦t❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

❝❤♦s❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r
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❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✭r♠s✮ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❛♥❞ q✉♦t❡❞✳ ❚❤✐s t❡r♠ ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳

■♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ q✉♦t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s❡ t❤❡ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙❛❝❤❡r❡r r♠s

❡♠✐tt❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ǫx,rms =
√

σ2
xσ

2
x′ − σ2

xx′ , ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ σx ≡
√

〈x2〉 − 〈x〉2✱ σx′ ≡
√

〈x′2〉 − 〈x′〉2✱ ❛♥❞ σxx′ ≡ 〈xx′〉 − 〈x〉〈x′〉✳ σxx′ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ s♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♦r

❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✱ σxx′ ≈ 0✳

❯♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞

♦r ❞❡❝❝❡❧❡r❛t❡❞✱ ♦r ✇❤❡♥ ✐t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ σx′ ❛♥❞

σxx′ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✾✮✱ ❛s t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ pz✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ px r❡♠❛✐♥s

❝♦♥st❛♥t ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✱ pz ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ x′✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡

ǫNx,rms =
√

σ2
xσ

2
px − σ2

xpx/mc, ✭✸✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❜②

ǫNx,rms = βγǫx,rms , ✭✸✶✮

✇❤❡r❡ γ ≡ 1/
√

1− β2✱ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t

✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s ❛❧t❡r❡❞✱ ♦♥❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣

s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ♣❛ss❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ s✉❝❤ ❛s s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❧✐t❡r❛t✉r❡

✐s ❢♦r ❛ s②♠❜♦❧ s✐♠✐❧❛r t♦ ǫN,x t♦ r❡♣r❡s❡♥t ǫNx,rms ✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s r♠s t♦ ❜❡

❛ss✉♠❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ǫNx,rms ✐s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❝❧❡❛r ❛s t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡✳

❲✐t❤ t❤✐s ♠♦r❡ t②♣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ t❤❡ ❚✇✐ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❜❡❛♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡

βx =
σ2
x

ǫx,rms

αx = − σxx′

ǫx,rms

= −β′
x

2

γx =
σ2
x′

ǫx,rms

,

✭✸✷✮
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✇❤❡r❡ β′
x(s) ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ βx(s) ❛t s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞

t❤❛t ✐❢ ❛♥② t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡✱ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ γx(s)βx(s)−α2
x(s) = 1✳ ❚❤✉s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❚✇✐ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦♥❧② t✇♦

❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❣✐✈❡♥

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❬✷✽❪✳

❙♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r❛♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s

❛♣♣❧② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❣❡ s✐❣♥ ✭♣♦s✐t✐✈❡

♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✮ t❤✐s ❢♦r❝❡ ✐s r❡♣✉❧s✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝❛♥ ❞❡❢♦❝✉s t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❆

♠❛❣♥❡t✐❝ s❡❧❢✲✜❡❧❞ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❛❦✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠

❢r❛♠❡ ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛❜ ❢r❛♠❡✳ ❋♦r t✇♦ ❜✉♥❝❤❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②✱

t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ♠♦r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t t❡♥❞s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛t ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❛s ❛t ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❡ s♣❛❝❡

❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❡❧❢✲❢♦r❝❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✶✸✱✷✽❪✳

❚❤✉s ❢❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ❢r♦♠ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♦r ♠❛❣✲

♥❡t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ♥❡❛r t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s r❛r❡❧② ❛ ❣♦♦❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡

s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ♦r ♠✐rr♦r ❝❤❛r❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❜❡tt❡r ❛❝❝✉✲

r❛❝② ❬✶✸✱✷✾✱✸✻✱✸✼❪✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❬✶✸❪✳

✷✳✸ ❇❯◆❈❍ ❈❖▼P❘❊❙❙■❖◆

❇✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡❛♠

♦❝❝✉♣✐❡s✳ ▼♦st ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❡r❣②✱ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ❜✉♥❝❤❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②

s♣r❡❛❞✳ ▲❡t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❜❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② p0 ❬✶✺❪✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✐s δ = ∆p/p0 s✉❝❤ t❤❛t ∆p ≡ p − p0

❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ p ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❬✶✸✱ ✶✺❪✳ ❆s ❛ ❜✉♥❝❤ ♠♦✈❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❝♦♠♣r❡ss♦r ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✏✐❞❡❛❧✑ tr❛❥❡❝t♦r②✳

P❛rt✐❝❧❡s ❡✐t❤❡r ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧♦✇ t❤✐s ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Dx(s) = ∆x(s)/δ ✇❤❡r❡ ∆x(s) ✐s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

♦✛s❡t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ δ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❣✐✈❡♥ ❜②

❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭δ = 0✮✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② D′
x✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✱

❢♦r ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❲❤❡♥ ❛ ❜❡❛♠ ✐s ❜❡♥t ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧



✶✾

♣❧❛♥❡✱ ♦♥❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡♥❞s t❤❡ ❜❡❛♠

✐♥ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❝❤r♦♠❛t ✐❢ ❛t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡①✐t Dx, D
′
x = 0✳

❆ ❝❤✐r♣❡❞ ❜✉♥❝❤ ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥

❛♥❞ δ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣②✱

t❤❡♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤✐r♣❡❞✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤✐r♣❡❞ ❜✉♥❝❤ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st

❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❬✶✺❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❤✐r♣❡❞ ❜✉♥❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ✇❤✐❝❤

✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤✐r♣❡❞✳

R56✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❣✐✈❡♥ ❛s M56✱ ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s ❛ ♣❛r✲

t✐❝❧❡✬s r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ δ ✇✐t❤ ✐ts ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r z ❛❢t❡r tr❛✈❡❧✐♥❣

t❤r♦✉❣❤ ♠❛❣♥❡ts✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r αc ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

αc =
1

L0

∫ L0

0

Dx(s)

ρ(s)
ds = 〈Dx(s)

ρ
〉 ✭✸✸✮

✇❤❡r❡ L0 =
∫

ds ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ t❛❦❡♥ ❜② ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦♠❡♥t✉♠

✭δ = 0✮ ❛♥❞ ρ ✐s t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ r❛❞✐✉s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ρ = p0/(eB)✱ ✇❤❡r❡ p0 ✐s

t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ e ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ B ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ tr❛♥s✈❡rs❡

t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ R56 ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

R56 = L0αc. ✭✸✹✮

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✉♥❝❤✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R56 ✇❤✐❝❤✱ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✱ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦

❛♥ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❜❡❛♠✳ ■❢ t❤❡ R56 ✐s ❧❛r❣❡r ♦r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠

✇❤✐❝❤ ❡①✐ts t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✐s ❡✐t❤❡r ♦✈❡r✲ ♦r ✉♥❞❡r✲❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

❜✉♥❝❤ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①✐t✐♥❣ ❜✉♥❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥

❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t R56 ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✇❤✐❝❤ tr❛✈❡❧❡❞ t❤❡ R56 = 1.6 ♠

❝♦♠♣r❡ss♦r ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✈❡rt✐❝❛❧ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦rs ✇✐t❤

❣r❡❛t❡r ♦r s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ R56 ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❦❡✇❡❞ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s

♦✈❡r✲ ♦r ✉♥❞❡r✲❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✶✸✱✶✺❪✳

❚❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♣❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s sa ❛♥❞ sb ✐s

φ(sa)− φ(sb) =

∫ sa

sb

1

β(s)
ds ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ β(s) ✐s t❤❡ ❜❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✸✷✮✳ ❚❤❡ ❜❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❬✶✺❪✳

❋♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❣✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❈❤❛♣t❡r ✷ ♦❢ ❬✶✺❪✳



✷✵

❋■●✳ ✺✿ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ♦❢ ❜✉♥❝❤❡s ❡①✐t✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss♦rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t R56 ✈❛❧✉❡s✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜✉♥❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❞❡r ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✭❧❡❢t✮✱ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✭❝❡♥t❡r✮✱ ❛♥❞
♦✈❡r ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✭r✐❣❤t✮✳



✷✶

✷✳✹ ❉■P❖▲❊ ❘❆❉■❆❚■❖◆

❲❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥

s♦✉r❝❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ r❛❞✐❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♣♣❧②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✐s ✇❡❧❧✲❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② ❞✐♣♦❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇❡❞✳

❚❤❡ s♦✉r❝❡✲❢r❡❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

E(x, y, z, t) = ε̂E0 sin(k · x− ωt)

B(x, y, z, t) = k̂ × ε̂(E0/c) sin(k · x− ωt),
✭✸✻✮

✇❤❡r❡ ε̂ ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ E0 ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞✱ k ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ k̂ ≡ k/|k|✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

✈❛❝✉✉♠ ❜② ω = |k|c✳ ❋♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ k̂ · ε̂ = 0✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②

✭P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r✮ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛r❡

U =
ε0
2
E2

0 ✭✸✼✮

❛♥❞

S =
1

µ0

E×B =
cε0E

2
0

2
k̂, ✭✸✽✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ (x = 0, y = 0, z = 0)

❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

x(t) = ε̂
eE0

mω2
sinωt = ε̂a0

c

ω
sinωt, ✭✸✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ✉♥✐t✲❢r❡❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤

a0 =
eE0λ

2πmc2
✭✹✵✮

✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇✐t❤ λ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r a0 ≪ 1 t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② s❛t✐s✜❡s

β(t) ≪ 1 ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s✳

◆♦✇ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

z✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦t✐♦♥ ✐s

x(t) = a0
c

ω
sinωt

y(t) = 0

z(t) = 0.
✭✹✶✮



✷✷

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❧❡t ✉s

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

E = −∇φ− ∂A

∂t

B = ∇×A.

✭✹✷✮

■♥ t❤❡ ▲♦r❡♥③ ❣❛✉❣❡✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

�φ(x, t) =

[

∇2 − ∂2

c2∂t2

]

φ(x, t) = −ρ(x, t)

ε0

�A(x, t) =

[

∇2 − ∂2

c2∂t2

]

A(x, t) = −µ0J.

✭✹✸✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛ ♠♦t✐♦♥

r(t) = d(t)x̂ ②✐❡❧❞s

φ(x, t) =
e

4πε0

∫

δ(t′ − t+R/c)

R
dt′ =

e

8π2ε0

∫∫

eiω(t
′−t+R/c)

R
dωdt′

Ax(x, t) =
µ0e

4π

ḋ(t′)δ(t′ − t+R/c)

R
dt′ =

µ0e

8π2

∫∫

ḋ(t′)eiω(t
′−t+R/c)

R
dωdt′

✭✹✹✮

✇❤❡r❡ R2 = (x − d(t))2 + y2 + z2✳ ❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡

♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❢❛r ✜❡❧❞ ❧✐♠✐t ❣✐✈❡s

B(x, t) ≈ µ0e

4πcr
d̈(t− r/c)x̂× n

E(x, t) ≈ µ0e

4πr
d̈(t− r/c)n× (n× x̂)

✭✹✺✮

✇❤❡r❡ ♥♦✇ r2 = x2 + y2 + z2 ❛♥❞ n ≡ x/r✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❋✐❣✳ ✻✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s

B(x, t) ≈ µ0e

4πcr
d̈(t− r/c) sinΘ Φ̂

E(x, t) ≈ µ0e

4πr
d̈(t− r/c) sinΘ Θ̂

✭✹✻✮

✇❤❡r❡ Θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❇② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❡r ✉♥✐t s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✐s

dI

dΩ
=

e2

16π2ε0c3
d̈2(t− r/c) sin2Θ. ✭✹✼✮

■t ❞✐s♣❧❛②s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ sin2 Θ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❬✷✾❪✳ ❚❤❡r❡

✐s ♥♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠❛①✐♠✉♠

✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❛s

d̃(ω) =

∫

d(t)e−iωtdt

d(t) =
1

2π

∫

d̃(ω)eiωtdω

✭✹✽✮
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❋■●✳ ✻✿ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳

❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ P❛rs❡✈❛❧✬s t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝✲

tr✉♠ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ▲❡tt✐♥❣ Uγ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛❞✐❛t❡❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✐s

dUγ

dωdΩ
=

e2ω4

32π3ε0c3
|d̃(ω)|2 sin2 Θ. ✭✹✾✮

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✾✮ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ s✉♣❡r♣♦s✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣

t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s re = e2/4πε0mc2 ❛♥❞ d = eE/mω2 t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

dUγ

dωdΩ
=

ε0cr
2
e

2π
|Ẽ(ω)|2 sin2 Θ. ✭✺✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛ r❛❞✐❛t❡❞ ✐♥ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ |Ẽ(ω)|2✱ ❜✉t t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧ str❡♥❣t❤ ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳

❚❤✐s s❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠♦✈✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r✳ ❙✐♠♣❧② tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♥t♦

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡st ❢r❛♠❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠

❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛❜ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ✐s

dUγ

dωdΩ
=

ε0cr
2
e

2π
|Ẽ [ω(1− β cos θ)/(1 + β)] |2 sin

2 φ(1− β cos θ)2 + cos2 φ(β − cos θ)2

γ2(1− β cos θ)4
. ✭✺✶✮

Pr♦♣❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✐♥❣ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ r❛t✐♦ ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♣r♦♣❡r❧② ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣

t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳

✷✳✺ P❍❨❙■❈❙ ❖❋ ❈❖▼P❚❖◆ ❙❈❆❚❚❊❘■◆●

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦✛ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t r❡st ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❜♦t❤ ❚❤♦♠s♦♥

s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛t ❧♦✇❡r ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛t ❤✐❣❤❡r ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳
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❋■●✳ ✼✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡s ❞❡♥♦t❡❞✳

❚❤❡ t❡r♠ ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭■❈❙✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❧♦s❡s ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥s✳ ❆ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳

■♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ Φ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✱ ❛♥❞ ∆Θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s✳ ■❢ θ

❛♥❞ φ r❡♣r❡s❡♥t s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡s t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ♠❛❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♠♦✈❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ∆Θ ✐s cos∆Θ =

cosΦ cos θ − sinΦ sin θ cosφ✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s s❡t s♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭■P✮ ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ x− z ♣❧❛♥❡✳

❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❢r❛♠❡✱ Eγ✱ ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥✱ ✐s

Eγ(Φ, θ, φ) =
Elaser(1− β cosΦ)

1− β cos θ + Elaser(1− cos∆Θ)/Ee−
✭✺✷✮

✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ vz/c✱ Elaser ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✱ ❛♥❞

Ee− = γmec
2 ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❬✶✷❪✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥

r❡❝♦✐❧✳ ❚❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❝♦✐❧ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳

t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r❛♠❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳

❲❤❡♥ t❤✐s ✐s tr✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

Eγ(Φ, θ) ≈ Elaser

1− β cosΦ

1− β cos θ
. ✭✺✸✮

❆ss✉♠✐♥❣ γ ≫ 1 ❛♥❞ θ ≪ 1✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

Eγ(Φ, θ) ≈
2γ2Elaser(1− cosΦ)

1 + γ2θ2
, ✭✺✹✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳
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❋■●✳ ✽✿ ◆✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡❛❞✲♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛s❡r ✭Φ = π✮✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r❛♠❡ ✐s E ′
laser = γ(1 + β)Elaser ✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡

❚❤♦♠s♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ E ′
laser ≪ mc2 ✐s tr✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢

t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❛❧s♦ E ′
laser ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r❛♠❡✳ ●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛❜ ❢r❛♠❡✱ t❤❡

♣❤♦t♦♥s s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡ z✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

γ2(1 + β)2Elaser ≈ 4γ2Elaser ✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥

❡❞❣❡❀ ♥♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❡♠✐tt❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❋♦r ♣❤♦t♦♥s s❝❛tt❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ s✉❝❤

t❤❛t sin θ = 1/γ (1/γ ≪ 1)✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ 2γ2Elaser ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞

♣❤♦t♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

s✐❞❡✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭Φ = π/2✮✱ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣② ✐s s❧✐❣❤t❧② r❡♠♦✈❡❞

❢r♦♠ t❤❡ z ❛①✐s✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ♦✛ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣❤♦t♦♥

②✐❡❧❞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❞✉❧❛t♦r r❛❞✐❛t✐♦♥✳

Pr♦❣r❡ss✐♥❣ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ✉♥❞✉❧❛t♦r r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡

✇❛✈❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡

a =
eEλlaser

2πmc2
, ✭✺✺✮
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✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡✱ E ✐s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✱ λlaser ✐s t❤❡ ❧❛s❡r

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ mc2 ✐s t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞✉r✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❋♦r

❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ a ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ K ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✉♥❞✉❧❛t♦rs✳ ❋♦r t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ a ≪ 1✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛s

❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ ❡❧❡❝✲

tr♦♥ ❜❡❛♠s ❛r❡ r♦✉♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r♠s s✐③❡s ♦❢ σe ❛♥❞ σlaser r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

t❤❡♥

Uγ = γ2(1 + β)σT
NeNlaser

2π(σ2
e + σ2

laser)
Elaser , ✭✺✻✮

✇❤❡r❡ Uγ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s✱ Ne ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡

❜✉♥❝❤✱ Nlaser t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r✱ ❛♥❞ σT ✐s t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ❝r♦ss

s❡❝t✐♦♥ 8πr2e/3✱ ✇❤❡r❡ re ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s ❬✶✷✱ ✸✽✱ ✸✾❪✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥

r❛❞✐✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s re = e2/4πǫ0mc2✱ ✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ǫ0 ✐s t❤❡

♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✱ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ❬✷✾❪✳ ❋r♦♠

t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s Nγ ✐s

Nγ = σT
NeNlaser

2π(σ2
e + σ2

laser)
. ✭✺✼✮

■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ σe ≪ σlaser ✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ✐s ❛ ✢❛t ♣✉❧s❡✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ♣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s

Npere− =
2παNλa

2

3
✭✺✽✮

✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ Nλ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t

♣✉❧s❡✳

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❚❤♦♠s♦♥ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❧✐♠✐t✱ ✐t ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ 0.1% ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛t t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❡❞❣❡ ✐s N0.1% = 1.5×
10−3Nγ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✭✢✉①✮ ✐♥t♦ t❤✐s ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s F0.1% = 1.5×10−3Ṅγ✳

❋♦r ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣❡t✐t✐✈❡ s♦✉r❝❡s✱ Ṅγ = fNγ✱ ✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛✉s❡s ❢♦r ❳✲r❛② ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦✲

t♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❡s t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❤❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s

❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛♣❡rt✉r❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✳ ❊♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ❞✉❡ t♦

✜♥✐t❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡s ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥
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❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❜❡ s❡t ✉♣✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞

♣❤♦t♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✐s 2σE
e−
/Ee− ✱ ✇❤❡r❡ σE

e−
✐s t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣②

s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐s s✐♠♣❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❝✉r✈❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❛t ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ❖✛✲❝❡♥t❡r ❡❧❡❝tr♦♥s

✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ♠❛② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦♥③❡r♦

✈❛❧✉❡s ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t❛✱ ❛❢t❡r✇❛r❞s ♠♦✈✐♥❣ ❛t ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝✲

t✐♦♥✳ ❊❧❡❝tr♦♥s tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❛♥❣❧❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦✈✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❉♦♣♣❧❡r✲s❤✐❢t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r❛♠❡✳ ❘❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❡♠✐tt❛♥❝❡✲❣❡♥❡r❛t❡❞

❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣

σEλ

Eλ

=
2γ2ǫ

βe−
, ✭✺✾✮

✇❤❡r❡ ǫ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P ❛♥❞

βe− ✐s t❤❡ ❜❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P✳

❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣

❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ✇✐t❤✐♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡

♦r❞❡r ♦❢ O(1/γ2)✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤

❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❧✐❣❤t ✭♣❤♦t♦♥s✮

❛♥❞ ♥❡❛r❧② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❧✐❣❤t ✭❡❧❡❝tr♦♥s✮✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

B =
F0.1%

4π2σxσx′σyσy′
, ✭✻✵✮

✇❤❡r❡ σx ❛♥❞ σy ❛r❡ t❤❡ r♠s tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ σx′ ❛♥❞ σy′ ❛r❡ t❤❡ r♠s

tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② t♦

✉♥❞✉❧❛t♦r r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s

✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✐s σx′ ≈
√

ǫx/βx + λ/2L✱ ✇❤❡r❡ ǫx ✐s t❤❡ r♠s ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ βx ✐s

t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ λ ✐s t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ L ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡s ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥tr✐♥s✐❝ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② λ/2L✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❊q✳ ✭✻✵✮ ❜❡❝♦♠❡s

B =
F0.1%

4π2
√
βxǫx

√

ǫx/βx + λ/2L
√

βyǫy
√

ǫy/βy + λ/2L
. ✭✻✶✮
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❋♦r ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧❛s❡r ✭❋❊▲✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r♠s ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✐s ǫx,y < λ/4π✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t②♣✐❝❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈✲

❛❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠s✱ ❛s t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r♠s ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞

❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❬✶✷✱ ✸✽✱ ✸✾❪✳ ❋♦r ❛ ♥♦♥✲❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ s♦✉r❝❡ s✉❝❤ ❛s t❤✐s ♦♥❡✱

ǫx,y > λ/4π✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡ ❞✉❡ t♦ λ/2L t❡r♠s

✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❬✶✺❪✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♥♦♥✲❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ ♠♦❞❡

♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s

B ≈ F0.1%

4π2ǫxǫy
. ✭✻✷✮

❙❝❛tt❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❣❡♥✲

❡r❛t❡❞ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ②✐❡❧❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦

❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t②♣✐❝❛❧ ❈♦♠♣t♦♥ s♦✉r❝❡s✱ ❝❡rt❛✐♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ②✐❡❧❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s❝❛t✲

t❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✇❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦r ❧♦✇✲✐♥t❡♥s✐t② s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡❣✐♠❡s✳ ❆s t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢

❜♦t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ s②st❡♠s r❡s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r

♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

s✉❝❤ ❡✛❡❝ts ❛s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣✉❧s✐♥❣ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ❡✛❡❝ts✱ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✱ ❤♦✉r❣❧❛ss ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s

❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❬✶✷✱✸✽✕✹✵❪✳

✷✳✻ ❈❖◆❙■❉❊❘❆❚■❖◆❙ ❋❖❘ ❚❍■❙ P❘❖❏❊❈❚

❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥

❜❡❛♠ s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐t ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ♦✛ ❛ ❧❛s❡r ❛t t❤❡ ■P✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺

❛r❡ ♠❡t ❜② t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t❤r♦✉❣❤ ♠✉❝❤ ♦❢

t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s②st❡♠s ❜② ❤♦✇ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠

♣r♦❞✉❝❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚♦✇❛r❞ ✜♥❛❧✐③✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❛♥❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❳✲r❛② ✢✉① ❛♥❞ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡✳

❚✇♦ ✐ss✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❜❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✐rst ✐s

t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♣✐❞ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❧❛s❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛♥❞ ❝❧❛✐♠s t❤❛t t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧❛s❡r ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱

s✉❝❤ ❛ st❛❜❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ❡①✐st ❬✶✱ ✶✷✱✶✹❪✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❡r♥ ✐s t❤❛t t❤❡
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❢♦r♠✉❧❛❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t❡s ♠❛② ♥♦t r✐❣♦r♦✉s❧② ❛♣♣❧②✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱

t❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st ❝♦❞❡s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠✱ ❣✐✈❡♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❞❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♦r

❧♦✇✲✐♥t❡♥s✐t② s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✐✳❡✳ a ≪ 1✱ s♦ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❞❡s ②✐❡❧❞s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❜❡❛♠s✳

■♥✐t✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ■❈▲❙ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r s❡❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤

❢r❡q✉❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❣r♦✉♣s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥s

✇❡r❡✿ ✭✶✮ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❙❘❋ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣✉♥✱ ✭✷✮ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t② ✭❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡

✉♣ t❤❡ ❧✐♥❛❝✮✱ ✭✸✮ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞ ❧✐♥❛❝✱ ❛♥❞ ✭✹✮ t❤❡

tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❛t ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡s✐❣♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ♠❛❣♥❡ts ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r

❛♥❞ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣✮✳ ❆s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♣r♦❣r❡ss❡❞✱ ❛❧❧ ❛s♣❡❝ts ❜❡❝❛♠❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❛✉t❤♦r✳ ❊✛♦rt ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝r❡❞✐t❡❞ ❛♥❞ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞

t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳
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❈❍❆P❚❊❘ ✸

❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❈❖❉❊❙ ❆◆❉ ❈❖◆❙■❉❊❘❆❚■❖◆❙

✸✳✶ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❈❖❉❊❙

❚❤❡ ❡♥t✐r❡t② ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②

❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ✐s ❞❡s✐r❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ st❛rt✲t♦✲❡♥❞

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐r❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✉♥❝❤ ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛s ✐t ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦❞❡

t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦♥❡ ❝♦❞❡ ♠✉st ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✉s❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r✳

✸✳✶✳✶ ❈❙❚ ▼■❈❘❖❲❆❱❊ ❙❚❯❉■❖

❈♦♠♣✉t❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❈❙❚✮ ✐s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✷ ❈❙❚ ▼✐❝r♦✇❛✈❡

❙t✉❞✐♦➤ ✭❈❙❚ ▼❲❙✮ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝

✭❊▼✮ s♦❧✈❡r✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❝♦❞❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❘❋ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡♥ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡

❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ✸❉ ❊▼ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❛t str✉❝t✉r❡ ❬✸✹❪✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡r t♦ ❛ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ t②♣❡

❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ■❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ♥♦t ✜♥❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡✱

t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡❜❛t❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s t♦♦ ✜♥❡✱ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s♦❧✈❡r

✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡rr♦r ✐♥t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ♠✉st ❜❡ str✉❝❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣r✐❞

st❡♣ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s❀ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥

♠❡s❤ ❝❡❧❧✳

❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡❛♥s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠❡s❤ ❛♥❞ ❣r✐❞ s✐③❡s ✐s t❤❛t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

st❡♣ s✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ s❡t ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧

❧❛②♦✉t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ st❡♣ s✐③❡ ♠❡r❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s♦❧✈❡ t✐♠❡ ♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡ s✐③❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✳✶✳✷ ❙❯P❊❘❋■❙❍

❚❤❡ P♦✐ss♦♥ ❙✉♣❡r✜s❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ▲♦s

❆❧❛♠♦s ❆❝❝❡❧❡r❛t♦r ❈♦❞❡ ●r♦✉♣✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝
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✜❡❧❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❘❋ ❊▼ ✜❡❧❞s ✐♥ ❡✐t❤❡r ✷❉ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦r ❛①✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝

❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❙✉♣❡r✜s❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❘❋ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✼✳✶✾ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ ✶✽ ❖❝t♦❜❡r

✷✵✶✸ ❬✸✸❪✳

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r s♦❧✈❡r ♠❡s❤ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❣r✐❞ s✐③❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r

❈❙❚ ▼❲❙✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✭❧✐♥❛❝✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡

♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❙✉♣❡r✜s❤✱ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭❙❘❋✮ ✐♥❥❡❝t♦r ❣✉♥ ✐s ❛①✐❛❧❧②

s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❙✉♣❡r✜s❤✳

✸✳✶✳✸ ❆❙❚❘❆

❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ❉❊❙❨✱ t❤❡ ❆str❛ ✭❆ ❙♣❛❝❡ ❈❤❛r❣❡ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡

❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜✉♥❝❤ ✭❣❡♥✲

❡r❛t♦r✮✱ tr❛❝❦ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ✜❡❧❞s ✭❆str❛✮✱ ❞✐s♣❧❛② ❊▼ ✜❡❧❞s ♦❢

❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✜❡❧❞♣❧♦t✮✱ ❞✐s♣❧❛② ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♣❧♦ts ✭♣♦st♣r♦✮✱

❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❧✐♥❡♣❧♦t✮✳ ❚❤❡

♠♦st r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✸✳✶ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❆str❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❆str❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s t❤❡ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ tr❛❝❦s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜✉♥❝❤

t❤r♦✉❣❤ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❊▼ ✜❡❧❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r♥❛❧ ❊▼ ✜❡❧❞s ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✳

❆str❛ ✐s ❛ ✻❉ ❝♦❞❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ✏♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡✑ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ s✐① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❋♦r

❛ ♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♥♦t s❡t ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝✐❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t ✐s s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r✲s❡t

❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡

❜❡❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛①✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② tr❛❝❦ ❛ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❜✉♥❝❤

♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ tr❛❝❦❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✹t❤ ♦r❞❡r t♦ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❬✸✼❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣r✐♠❛r② ❛r❡❛s ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s

t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ t✐♠❡ st❡♣s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✉s❡❞ ❜②

❆str❛ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❍❴♠✐♥ ❛♥❞ ❍❴♠❛①✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

✉s❡r✳ ❍❴♠✐♥ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ❍❴♠❛① ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ■❢ ❍❴♠✐♥ ♦r ❍❴♠❛① ❛r❡ t♦♦

s♠❛❧❧ ♦r ❧❛r❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✱ ❛s ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ♦r❞❡r

t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❛t ❍❴♠❛① ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ✇❛r♥✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆str❛ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❍❴♠❛①✳ ❍❴♠✐♥ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ✐❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♣♦♥
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✐t✳ ❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣ ✐s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♥♦✐s❡✱

❣✐✈✐♥❣ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡

❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❬✸✼✱✹✶❪✳

❆str❛ ❤❛s t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦♥❝❡r♥✳ ❚❤❡ ♦♥❡

✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❘❋ ❣✉♥ r❡❣✐♦♥ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❣r✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✉s❡r

❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ❛♥❞ r✐♥❣s ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ t♦ t❤❡ ❜✉♥❝❤✱ t♦ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛❞❞s t✇♦ r✐♥❣s ❛♥❞ ❢♦✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s❧✐❝❡s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤✳ ❆❢t❡r ❆str❛

▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ❣r✐❞ s②st❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❢r❛♠❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛✈❡r❛❣❡ r❡st s②st❡♠ ♦❢ t❤❡

❜✉♥❝❤✮✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ r✐♥❣s✳ ❋✐❡❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡❛❝❤

r✐♥❣ ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ❜❡t✇❡❡♥

❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞✱ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝ tr❛❝❦✐♥❣✱ ✐s ❢♦r t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✸❉

❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✼❪✳ ❚❤❡ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ s❡t✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡

❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛♥

✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ ✽ ✭23✮ ♣♦✐♥ts r❡q✉✐r❡s

✹✽ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✶✷✵ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❞❛t❛ s❡t

✇✐t❤ ✶✵✷✹ ✭210✮ ♣♦✐♥ts✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ∼✶✸✱✸✵✵ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ∼✹✱✷✵✵✱✵✵✵✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❛♥❞ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❛ ❞❛t❛ s❡t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉s❡

♦❢ t❤❡ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ❛tt❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧t ❬✹✶❪✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 2n ❢♦r n = 1, 2, 3, ... ❢♦r t❤❡ ❋❋❚ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♣♣❧②✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❛❧s♦ s❡ts

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣t② ❜♦✉♥❞❛r② ❝❡❧❧s✱ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞

st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❢r❛♠❡✱

❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❬✸✼❪✳ ❆str❛ s♦❧✈❡s t❤❡ ✸❉ P♦✐ss♦♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛

❋❋❚✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✳ ❍❛✈✐♥❣ s♦❧✈❡❞ t❤❡

s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❢r❛♠❡✱ ❆str❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡s❡

✜❡❧❞s ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛❜ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts✳ ❆s t❤✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r r❛t❤❡r t❤❛♥

❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡✱ t❤❡ ❛ ✜♥❡r ❣r✐❞ ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣

t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳

❋♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛ ♥❡✇ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ t✐♠❡ st❡♣✳
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■♥st❡❛❞✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❋♦r ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡ st❡♣✱

t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ st❡♣s✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛s ❡♥❡r❣②✱ r♠s s✐③❡ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢

t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ✉s❡r ♠❛② s❡t ❛ ❧✐♠✐t ♦♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✜❡❧❞ ♠❛② ❜❡ s❝❛❧❡❞✳ ❖♥❝❡

t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❧❧s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡✜♥❡❞ r❛♥❣❡✱ ❛ ♥❡✇ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡r ♠❛② ❛❧s♦ s❡t ❛ ❧✐♠✐t ♦♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ♠♦✈❡ ✇✐t❤✐♥

❛ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ♠❛② ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞✳

❋♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷❉ ❛①✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❣r✐❞✱ t❤❡

s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t s❝❛❧❡❞ ❛t s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡ st❡♣s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❇❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡ st❡♣s✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❜✉♥❝❤

✭❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✮ ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✉♥t✐❧ t❤❡

❡♥t✐r❡ ❜✉♥❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞

s❡❡♥ ❜② ❡♠✐tt❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣ ✭♥♦t ✐♥t❡r✈❛❧✮✱

s❝❛❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s❧✐❝❡s ❛♥❞ r✐♥❣s

✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r s✉♣♣❧✐❡❞ ♥✉♠❜❡rs ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦t❤ ❣r✐❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s s♠♦♦t❤❧②

✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠✐tt❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦r ♠✐rr♦r ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡

❝❛t❤♦❞❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ♦♥❝❡

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ 1% ❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

t✉r♥❡❞ ♦✛ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❣r✐❞✳ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t

✐♥❝❧✉❞❡❞ ❬✸✼❪✳

✸✳✶✳✹ ■▼P❆❈❚✲❚

■▼P❆❈❚✲❚ ✐s ❛ ✻❉ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ▲❛✇r❡♥❝❡ ❇❡r❦❡❧❡② ◆❛t✐♦♥❛❧

▲❛❜♦r❛t♦r② ✭▲❇◆▲✮✳ ❚❤❡ ❜❡t❛ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✼ r❡❧❡❛s❡❞ ♦♥ ✶✺ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✸ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s

✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝♦❞❡ tr❛❝❦s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❛♠❧✐♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❜❡✐♥❣ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡

✜❡❧❞s✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❆str❛✱ ■▼P❆❈❚✲❚ ❝r❡❛t❡s ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡s t♦

tr❛❝❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ ❢r♦♠ ❛ s✉✐t❛❜❧② ❢♦r✲

♠❛tt❡❞ ✜❧❡✳ ■▼P❆❈❚✲❚ tr❛❝❦s t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱

ṙ =
♣

mγ
✭✻✸✮



✸✹

♣̇ = q(❊+
♣

mγ
×❇) ✭✻✹✮

s✉❝❤ t❤❛t γ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ▲♦r❡♥t③ ❢❛❝t♦r ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✮❀ p = γmṙ

✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦♠❡♥t✉♠❀ m ✐s t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡❀ ❛♥❞ q ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡

✭♠❛❝r♦✮♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❊ ❛♥❞ ❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❜♦t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ ❜✉♥❝❤✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ s♦❧✈❡s t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s

✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❧❡❛♣✲❢r♦❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆s ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐♥ ❆str❛✱ t❤❡ ✉s❡r ♠✉st ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✐♠❡ st❡♣ ✇❤❡♥

✉s✐♥❣ ■▼P❆❈❚✲❚ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❤✐❧❡ ■▼P❆❈❚✲❚ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡ss❛❣❡s

✇❛r♥✐♥❣ ♦❢ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ❛s ❆str❛ ❞♦❡s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t✐♠❡

st❡♣ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ✐s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡

t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s ❛①✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s❡t

t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❜✉♥❝❤ ✇✐t❤ ♥♦ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ ■▼P❆❈❚✲❚ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡

s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✸❉ ❝❛s❡✳

■♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢♦r ■▼P❆❈❚✲❚✱ t❤❡ ✉s❡r ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ x✱ y✱

❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❋❋❚ ♠❡t❤♦❞✱

t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♠✉st ❜❡ 2n ❢♦r n = 1, 2, 3, ...✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛t ❛

❣✐✈❡♥ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡s t❤❡ ✸❉ ❣r✐❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts ♦♥t♦ t❤❡ ❜✉♥❝❤

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡

❝❡❧❧ ❛ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♠❛❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧

✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦✇ t❤❛t ■▼P❆❈❚✲❚ ❤❛s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② t♦ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞✱

t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥❢♦r♠s t❤❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ✐♥t♦ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ■t ♣r♦❝❡❡❞s t♦

s♦❧✈❡ t❤❡ ✸❉ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ●r❡❡♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ✸❉ ❋❋❚ ❢♦r ❢❛st❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❢✉❧❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

t❤❡♥ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛❜ ❢r❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡

❧❛❜ ❢r❛♠❡ ✇❤✐❝❤✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✜❡❧❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡✱ ■▼P❆❈❚✲❚ ✉s❡s ❛ s❤✐❢t❡❞✲●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱

❛❣❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛ ❋❋❚ ❬✸✻✱ ✹✷❪✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❤✐❢t❡❞✲●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛s t❤❡ ♦♥❧② ✜❡❧❞s ♥❡❡❞❡❞ ❛r❡

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ♥♦t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡❞

♣❛rt✐❝❧❡s ❬✸✻❪✳ ❯♥❧✐❦❡ ❆str❛✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❜✉♥❝❤

❝❤❛r❣❡ ✐s ♥♦♥③❡r♦ ❬✸✻✱✹✷❪✳

✸✳✶✳✺ ❊▲❊●❆◆❚
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❡❧❡❣❛♥t ✭❊▲❊❝tr♦♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❆◆❞ ❚r❛❝❦✐♥❣✮ ✐s ❛ ✻❉ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❙❡❧❢ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ ❉❛t❛ ❙❡ts ✭❙❉❉❙✮ ✜❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❬✹✸✕✹✺❪✳

●✐✈❡♥ t❤✐s s❝♦♣❡✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✳

❇♦t❤ ❡❧❡❣❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❉❙ ❚♦♦❧❦✐t ✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❙❉❉❙ ✜❧❡s✮ ❛r❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❆P❙ ❛t ❆r❣♦♥♥❡✳

❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ❡❧❡❣❛♥t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ♠♦st ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ r✐♥❣s✱ ❧✐♥❛❝s✱

❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ❧✐♥❡s❀ ❡❧❡❣❛♥t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙❉❉❙ ✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦r s②♠♣❧❡❝t✐❝ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❣❛♥t t♦

s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❡①✐ts t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✐s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ✐s

♥♦ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ❢♦r s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❡❧❡❣❛♥t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝r✐t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡❧❡❣❛♥t ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt tr❛❝❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤

✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❊▼ ✜❡❧❞ ♠❛♣s ❬✹✸❪✳ ❚❤❡s❡ ♥❡❡❞s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧② ✜❧❧❡❞ ❜② ❆str❛ ❛♥❞ ■▼P❆❈❚✲

❚✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ❛str❛✷❡❧❡❣❛♥t ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t✷❡❧❡❣❛♥t ❡❛s✐❧② tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ✜❧❡

♦✉t♣✉ts ❢r♦♠ ❆str❛ ❛♥❞ ■▼P❆❈❚✲❚✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥t♦ ❛ ✜❧❡ ❢♦r♠❛t t❤❛t ❡❧❡❣❛♥t ❝❛♥ r❡❛❞✳

❚❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❉❉❙ ❚♦♦❧❦✐t ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✹✻❪✳

❡❧❡❣❛♥t ❝❛♣❛❜❧② tr❛❝❦s ❛ ❜✉♥❝❤ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r ❛ s❡t ♦❢

❚✇✐ss ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❚✇✐ss ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❜❡❛♠

t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s ✐❞❡❛❧✐③❡❞✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❧❡ss

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤❡s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜♦t❤ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣

❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r

t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✭✇❤❡t❤❡r ❢r♦♠ ❆str❛ ♦r ■▼P❆❈❚✲❚✮ t♦ ❜❡ tr❛❝❦❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❧✐♥❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡❧❡❣❛♥t ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②

t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✢♦♦r ♣❧❛♥s t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛ tr❛♥s♣♦rt ❧❛tt✐❝❡ ❬✹✸❪✳

❲❤✐❧❡ ❡❧❡❣❛♥t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❉❉❙ ✜❧❡s✱

t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ❙❉❉❙ ✜❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ❙❉❉❙

✜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✏❤✉♠❛♥✲r❡❛❞❛❜❧❡✑✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❙❉❉❙ ❚♦♦❧❦✐t ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❣r❛♣❤✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐t❡s✱ t❤❡

❧❡❛r♥✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♠❛❞❡ ✐t q✉✐❝❦❡r t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❙❉❉❙ ✜❧❡s ✐♥t♦ ❛ ❢♦r♠❛t r❡❛❞❛❜❧❡ ❜② ❣♥✉♣❧♦t✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣②t❤♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✇r✐tt❡♥ t♦ ❝r❡❛t❡ t❛❜ ❢♦r♠❛tt❡❞ t❡①t ✜❧❡s

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❬✹✼❪✳ ❋✐❧❡s ❢♦r♠❛tt❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛r❡ ♣❧♦tt❛❜❧❡ ❜②

❣♥✉♣❧♦t ❬✹✽❪✳

✸✳✷ ❙❚❆❘❚✲❚❖✲❊◆❉ ❈❆▲❈❯▲❆❚■❖◆❙
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❋■●✳ ✾✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❤♦✇ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇❛s ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠
♦♥❡ ❝♦❞❡ ✉s❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r✳ ❱❡rs✐♦♥ ✶ ✐s ♦♥ t♦♣✱ ❱❡rs✐♦♥s ✷ ✫ ❋✐♥❛❧ ♦♥ ❜♦tt♦♠✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❤♦✇ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇❛s ✉s❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

♦❜st❛❝❧❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♦♥❡ ❝♦❞❡ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ❛♥♦t❤❡r✳ ❋✐❣✳ ✾ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇

♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡s✳ ❆rr♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠

♦♥❡ ❝♦❞❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡①t ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝♦❞❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈❙❚ ▼❲❙ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡

❊▼ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② ■▼P❆❈❚✲❚ t♦ tr❛❝❦ t❤❡

♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ st❛rt✲t♦✲❡♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✭■▼P❆❈❚✲❚ ♦r

❆str❛✮ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✭❡❧❡❣❛♥t✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❙❘❋ str✉❝t✉r❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤✳ ❚❤❡ ✜rst

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❡❛s✐❧② ♠❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❢♦✉r s❡ts ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿ ❈❙❚ t♦

❆str❛✱ ❙✉♣❡r✜s❤ t♦ ❆str❛✱ ❈❙❚ t♦ ■▼P❆❈❚✲❚✱ ❛♥❞ ❙✉♣❡r✜s❤ t♦ ■▼P❆❈❚✲❚✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛ts ♦❢ ❈❙❚ ❛♥❞ ❙✉♣❡r✜s❤✱ ✐♥♣✉t ❢♦r♠❛ts ❢♦r ❆str❛ ❛♥❞ ■▼P❆❈❚✲

❚✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣②t❤♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥❡ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

♣r♦❝❡ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡✳

❆❢t❡r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❈❙❚✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✸❉ ❊▼ ✜❡❧❞s

✐♥t♦ t✇♦ t❡①t ✜❧❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ E ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ H ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✉s❡r ✐s ♣r♦♠♣t❡❞ t♦ ♣✐❝❦
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❣r✐❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✸❉ ❣r✐❞ t❤❛t ❡♥❝❧♦s❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❡①t ✜❧❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❛ ✜❡❧❞✱ t❤❡ E ✜❡❧❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐❧❧ ❧✐st t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

(x, y, z) ❛t ❛ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t (Ex, Ey, Ez)✳ ❆ss✉♠✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ ❣r✐❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ H ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s (Ex, Ey, Ez, Hx, Hy, Hz) ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

❆ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❈❙❚ ♦✉t♣✉ts t❤❡ ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② t❤❡

✜❡❧❞s ♥❡❛r t❤❡ ❜❡❛♠ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛❝❦ ❛ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛

s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♦✉t♣✉t ❣r✐❞ ♦♥❧② ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ r❡❣✐♦♥✱ t❤❛t s♠❛❧❧ ❣r✐❞ ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✉t♣✉t t❡①t ✜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❣✐❣❛❜②t❡s ✐♥ s✐③❡✳

❋✐❧❡s ♦❢ t❤✐s s✐③❡ ❡✐t❤❡r t❛❦❡ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛t

♦r ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥♦t❤❡r ♣②t❤♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ✇r✐tt❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ♠❛♣ t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r

❛ ❣✐✈❡♥ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s✱ s✉❝❤ ❛s ✶ ❝♠✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❊▼ ✜❡❧❞ ♠❛♣ ✐s t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥ t♦ t✇♦ ✜❧❡s

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠❛t ❛s t❤❡ ❈❙❚ ▼❲❙ ❡①♣♦rts ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❆str❛ ❛♥❞

■▼P❆❈❚✲❚ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ♦r ♣❛rt✐❛❧ ✜❡❧❞

❞❛t❛✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛✈❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s✳ ❆t t❤✐s

♣♦✐♥t✱ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ❈❙❚ t♦ ❡✐t❤❡r ❆str❛ ♦r ■▼P❆❈❚✲❚ ✐s ❛ ♠❛tt❡r

♦❢ ✉♥✐t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦✇❛r❞✳

❙✉♣❡r✜s❤ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❛t ❝♦❞❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ♦✉t♣✉t t♦ ❜❡

r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❛❧

✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❜♦t❤ E ❛♥❞ B ♦♥ ❛ ✷❉ ❣r✐❞ ♦❢ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s

st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢✉❧❧ ✸❉ ✜❡❧❞ ♠❛♣✱ ❛s ✉s✐♥❣ ❙✉♣❡r✜s❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝

r❡str✐❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡✳

❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ■▼P❆❈❚✲❚✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦♣t✐♦♥✱ ❆str❛ r❡q✉✐r❡s t❤❡

❊▼ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤♦s❡ ✜❡❧❞s t♦ ❜❡ ✸❉ ❈❛rt❡s✐❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✱ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝✐r❝❧❡s ♦♥t♦ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞ r❡q✉✐r❡s ❡✐t❤❡r ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧

r❛❞✐✉s ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♣♦✐♥ts ♦♥t♦ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞✳

❆s st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ✜❡❧❞ ♦✉t♣✉t ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❣r✐❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ❧❡ss t❤❛♥

❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐t ✐s ❜♦t❤ ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞❛t❛

♣♦✐♥ts✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♣②t❤♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❊▼ ✜❡❧❞

❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✜rst q✉❛❞r❛♥t ✭x, y ≥ 0✮✱ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ q✉❛❞r❛♥ts ❛r❡ r♦t❛t✐♦♥s

♦❢ t❤✐s ❞❛t❛✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s

✇❡r❡ tr✐❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❣r✐❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❙✉♣❡r✜s❤ ❛♥❞
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❋■●✳ ✶✵✿ ❈♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝✐r❝❧❡s ♦✈❡r❧❛✐❞ ♦♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞✳

❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞s✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❡✐t❤❡r ♦♣t✐♦♥

❤❛❞ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❆❢t❡r ♠♦✈✐♥❣ t♦ tr❛❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ ■▼P❆❈❚✲❚✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝ s♣❧✐♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✜♥❞s

t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜✉♥❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳



✸✾

❈❍❆P❚❊❘ ✹

❙❘❋ ❊▲❊❈❚❘❖◆ ●❯◆

✹✳✶ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉

❚❤❡r❡ ❡①✐st t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♣❤♦t♦✐♥❥❡❝t♦rs✱ ♦r ❣✉♥s✱ ♣r❡s❡♥t❧②✿ t❤❡ ❉❈ ❣✉♥✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❘❋ ❣✉♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❘❋ ❣✉♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ t②♣❡s r❡♣r❡s❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t

✐s ♠❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦✈❡r ♠❛♥② ❞❡❝❛❞❡s✱ ❙❘❋ ❣✉♥s ❛r❡ st✐❧❧ ❛♥ ❡♠❡r❣✐♥❣

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬✶✱ ✶✻❪✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❛♥ ❙❘❋ ❣✉♥ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✾✵s ❬✹✾❪✱ t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡

❝♦♥s✐st❡♥t ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❞✐❞ ♥♦t ♦❝❝✉r ✉♥t✐❧ ♥❡❛r❧② ❛ ❞❡❝❛❞❡ ❧❛t❡r ❬✺✵✕✺✸❪✳ ❯s✐♥❣

t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② ❢♦r ❛♥ ❙❘❋ ❣✉♥ ✇❛s ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪✱ ✇❤✐❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

✐♥s♣✐r❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥s ❬✶✻✱ ✺✹❪✳ ❆ r❡❡♥tr❛♥t t②♣❡ ❝❛✈✐t② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❝♦♥❝❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❛❧❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❛t✐♥s t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♣❡rt✉r❡✳ ❚❛❜❧❡ ✻ ❝♦♠♣❛r❡s ✈❛r✐♦✉s

❙❘❋ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s

❖❉❯ ■❈▲❙ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣r♦❥❡❝ts ❛t t❤❡ ◆❛✈❛❧

P♦st❣r❛❞✉❛t❡ ❙❝❤♦♦❧ ✭◆P❙✮✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲✐s❝♦♥s✐♥ ❋❊▲ ✭❲✐❋❊▲✮✱ ❛♥❞ ❇r♦♦❦❤❛✈❡♥

◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜ ✭❇◆▲✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❛t t❤❡ ❜✉♥❝❤

❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❖❉❯ ■❈▲❙ ❣✉♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s ❜② ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦r

♠♦r❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s ❜② ♥❡❛r❧② ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦r ♠♦r❡✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳

❚❆❇▲❊ ✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❙❘❋ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❥❡❝ts✳

P❛r❛♠❡t❡r ❖❉❯ ■❈▲❙ ◆P❙ ❲✐❋❊▲ ❇◆▲ ❯♥✐ts
❋r❡q✉❡♥❝② ✺✵✵ ✺✵✵ ✷✵✵ ✶✶✷ ▼❍③
❇✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ✵✳✵✶ ✶ ✵✳✷ ✺ ♥❈
❚r❛♥s✳ ♥♦r♠✳ ✵✳✶ ✹ ✵✳✾ ✸ ♠♠✲♠r❛❞
r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡



✹✵

✹✳✷ ❊▼■❚❚❆◆❈❊ ❈❖▼P❊◆❙❆❚■❖◆

■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❘❋✴❙❘❋ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡♠✐tt❛♥❝❡✳

❊♠✐tt❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡✲❝❤❛r❣❡ ❢♦r❝❡s ❬✺✺✱

✺✻❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞✳

❇② ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛❢t❡r ❛♥ ✐♥❥❡❝t♦r✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ s♦

t❤❛t t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ♥❡❣❛t❡s t❤❡ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❬✺✺✕

✺✼❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ❙❘❋ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻ ❬✶✻❪✳

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧❡❞ ❛ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡

❣✉♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡♠✐tt❛♥❝❡

❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢❛✐❧❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s ✲ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✇❛s ♥♦t ❞❡✲

❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❛s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧

❢♦❝✉s✐♥❣ ❬✷✻❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❖❉❯ ■❈▲❙ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤

✇❛s t❛❦❡♥ ✇❤✐❝❤ ✉s❡❞ ❘❋ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❜② ❛❧t❡r✐♥❣ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦❝✉s✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢

✐t ❜❡✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛s ✐♥ s✐♠✐❧❛r ❙❘❋ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥s ❬✶✻❪✳ ❆❧t❡r✐♥❣ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr②

t♦ ❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❬✺✵✱✺✽❪✳

❘❋ ❢♦❝✉s✐♥❣ r❡❢❡rs t♦ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❘❋ ❊▼ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ str✉❝✲

t✉r❡ ❬✷✽❪✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❘❋ ❊▼ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❛r❡

♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② r❡❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❤♦❧❞❡r ❜② ❛ ✈❛r②✐♥❣ ❛♠♦✉♥t✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶✶✱ t✇♦ s✐♠✐❧❛r

❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡ss❡❞ ❝❛t❤♦❞❡

✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ✜❣✉r❡✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤✐s ❛❧t❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛

r❛❞✐❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s t❤❡ ❜❡❛♠✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐❧❧ ♥❡❣❛t❡ t❤❡

❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦st t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s t❤❡

❝❛t❤♦❞❡ ✐s ❢✉rt❤❡r r❡❝❡ss❡❞✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣✮

✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ❜❡❛♠✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ❬✺✽❪✳

❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♥♦s❡❝♦♥❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❣✉♥✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ t✇♦ s✐♠✐❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ ❛t ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣

❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷✳ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ❢♦r t✇♦ ♣❛t❤s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✸✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛s

✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✭❢♦❝✉s✐♥❣✮ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✺ ♠♠✳

❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛❝t t❤❛t ♠✉st

❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✜❡❧❞s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣

✜❡❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♦♥❡✱ ❛ s✐♠♣❧✐st✐❝ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤♦✉❣❤t ❧❡❛❞s ♦♥❡ t♦ s✐♠♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡

t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜✉♥❝❤ t❤❛t ❡①✐ts t❤❡ ❣✉♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✉❝❤ t❤❛t
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❋■●✳ ✶✶✿ ❚✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ ✭❜♦tt♦♠✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭t♦♣✮ ❛ r❡❝❡ss❡❞ ❝❛t❤♦❞❡
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❘❋ ❢♦❝✉s✐♥❣✳ ❊♥❧❛r❣❡❞ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ❜❧✉❡ ❜♦① ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳
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❋■●✳ ✶✷✿ ❚✇♦ s✐♠✐❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r✐♥❣ ♥♦s❡❝♦♥❡ s❤❛♣❡s✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❞❡s✐❣♥s ❆
❛♥❞ ❇✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ♣❧♦ts ♦♥ t❤❡ t♦♣ r♦✇ ✭❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣❧♦t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❆ ❛♥❞ ❇ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s✳
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❋■●✳ ✶✸✿ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ❢♦r ❆ ❛♥❞ ❇ ❞❡s✐❣♥s ✭t♦♣ r♦✇✱ ❧❡❢t
❛♥❞ r✐❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣❛t❤ ✵✳✺ ♠♠ ❢r♦♠ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✱ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳



✹✹

❋■●✳ ✶✹✿ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❡①✐t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞ t❤❡
❧✐♥❛❝ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❣✉♥✳

s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✳

❋✐rst✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣

❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♠♦r❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t❤❛♥ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ q✉❛❧✐t②✳ P❛st t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ str❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♦✈❡r✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤✳

❚❤✐s ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ♦✈❡r✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✹✱

✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡s

♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♣♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢

t❤❡ ❣✉♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ♦✈❡r✲❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥

♦♣❡r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✳

❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ❡①✐st ✐♥ r❡❛❧

❝❛✈✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r r❡❛❧ ❙❘❋ ❝❛✈✐t✐❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❡❛❦ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ ❛ ❝❛✈✐t② ❤❛s ❡✈❡r ❛tt❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❡❛❦ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞
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♠♦st ❝❛✈✐t✐❡s ❝❛♥ r❡❧✐❛❜❧② ♦❜t❛✐♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♥♦ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥ s❤♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡

♦♣❡r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❤❛✈❡ ♣❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞s ❛❜♦✈❡ ❝❡rt❛✐♥

✈❛❧✉❡s ❬✺✾❪✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❲❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ✐s ❢♦r ✏r❡❧✐❛❜❧❡✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❤❛r❞ ❧✐♠✐t✳ ❚❡♥ ②❡❛rs ❛❣♦✱

t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜ ✇❛s t❤❛t ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝ Ep

❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ Bp s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 30− 35 ▼❡❱✴♠ ❛♥❞ 60− 70 ♠❚✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✻✵❪✳ ❋♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❏❡✛❡rs♦♥ ▲❛❜ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s

❊❧❡❝tr♦♥ ❇❡❛♠ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦r ❋❛❝✐❧✐t② ✭❈❊❇❆❋✮ ✶✷ ●❡❱ ❯♣❣r❛❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ✉♣❣r❛❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥st❛❧❧❡❞ ❝❛✈✐t✐❡s

r✉♥♥✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ✶✾✳✷ ▼❱✴♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Ep ∼ 41.7

▼❱✴♠ ❛♥❞ Bp ∼ 71.8 ♠❚ ❬✸✵✱ ✻✶❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡

❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✉♣ t♦ ❛t ❧❡❛st Ep ∼ 58.6 ▼❱✴♠ ❛♥❞ Bp ∼ 101 ♠❚ ❬✸✵✱✻✷❪✳

❆ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣

❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❙❘❋ ❣✉♥s✳ ❚❤❡ ◆P❙ ❣✉♥ ❤❛s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t s❡t s✉❝❤ t❤❛t Ep

❛♥❞ Bp ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✺✶ ▼❱✴♠ ❛♥❞ ✼✽ ♠❚✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❲✐❋❊▲ ❣✉♥ ✐s s❡t s✉❝❤ t❤❛t

Ep ∼ 53 ▼❱✴♠✱ ✇✐t❤ Bp ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❬✻✸❪✳ ❚❤❡ ❇◆▲ ❣✉♥

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛❧❧ ❢♦r Ep ❛♥❞ Bp ♦❢ ✸✽ ▼❱✴♠ ❛♥❞ ✼✸ ♠❚✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✻✹❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤✐s ❣✉♥ s✉❝❤ t❤❛t Ep ≤ 40 ▼❱✴♠ ❛♥❞

Bp ≤ 80 ♠❚✱ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡rr✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s✐❞❡ ❬✷✻❪✳

✹✳✸ ❋■❘❙❚ ■❚❊❘❆❚■❖◆

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❘♦❝✐♦ ❖❧❛✈❡ ❛♥❞ ❑❛r✐♠ ❍❡r♥á♥❞❡③✲

❈❤❛❤í♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❈❙❚ ▼❲❙ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇❤✐❧❡ ❆str❛

tr❛❝❦❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ t❤♦s❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✷✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛ r❡❝❡♥t ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♦❢ ❘❋ ❣✉♥s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡❛❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛

❜✉♥❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝❛t❤♦❞❡ ❬✷✻✱✻✺❪✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✺✱

✇✐t❤ t❤❡ ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽ ❬✻✻❪✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ✉s✐♥❣ ❙✉♣❡r✜s❤

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❈❙❚ ▼❲❙✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❛❧❧♦✇ ❢♦r

t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❦♥♦✇

♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❊▼ ✜❡❧❞ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣✱ t❤❡

❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❜✉♥❝❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛❝❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❡❧❞s ✐s t❤❡ ♦♥❧②

✇❛② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✏❣♦♦❞♥❡ss✑ ✭♦r q✉❛❧✐t②✮ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡①♣♦rt✐♥❣
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❚❆❇▲❊ ✼✿ ❋✐rst ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P❧❛t❡❛✉
❇✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✷✹ ♣s
❘✐s❡ t✐♠❡ ✻ ♣s
❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❯♥✐❢♦r♠
r♠s ❜✉♥❝❤ r❛❞✐✉s ✵✳✺ ♠♠
■♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✵ ♠r❛❞
❇✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ✶✵ ♣❈
■♥✐t✐❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✶ ❦❡❱
pz ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ■s♦tr♦♣✐❝

❚❆❇▲❊ ✽✿ ❈❛✈✐t② ❛♥❞ ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❙❚ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦t❤ ❣✉♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✺✵✵ ▼❍③
❈❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ✷✷✶✳✺ ♠♠
❈❛✈✐t② r❛❞✐✉s ✶✸✸✳✾ ♠♠
❈❛✈✐t② ❣❛♣ ✻✵ ♠♠
❇❡❛♠♣♦rt ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞✐✉s ✶✵ ♠♠
P❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ E∗

p ✺✳✺✾ ▼❱✴♠
P❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ B∗

p ✶✵✳✹ ♠❚
B∗

p/E
∗
p ✶✳✽✻ ♠❚✴✭▼❱✴♠✮

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✱ G ✽✾✳✺ Ω
(R/Q)×G 1.01× 104 Ω2

❊♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t U∗ ✶✻✵ ♠❏
∗❆t Eacc = 1 ▼❱✴♠
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t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❢r♦♠ ❈❙❚ ▼❲❙ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳ ■t ❜❡❝❛♠❡ ❝❧❡❛r t❤❛t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡

❣❡♦♠❡tr② ✇❛s ♥♦t ❛s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛s ❞❡s✐r❡❞✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❙✉♣❡r✜s❤✱ t❤❡ ✷❉ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥ ✭❈❆❉✮ ✜❧❡ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ✇❛s ❡①♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ ❈❙❚ ▼❲❙ ❬✻✼❪✳ ❚❤❡ ❡①♣♦rt❡❞ s❤❛♣❡ ✇❛s t❤❡♥ ✉s❡❞

t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡

❡①✐st❡❞ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❤♦❧❞❡r✳

❆s t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇❛s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❤✐❣❤❡st ❡❧❡❝tr✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞✱ ❛♥ ❛tt❡♠♣t ✇❛s

♠❛❞❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ t❤❡r❡ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡s❡r✈❡

t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❤♦❧❞❡r✳ ❙♠❛❧❧ ❛❞❥✉st♠❡♥ts

✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❞❥✉st❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s

s❤♦✇♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✻✱ ✇✐t❤ ❛ ③♦♦♠❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✼✱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡

❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✜❡❧❞ ♦♥✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✜❡❧❞ ✵✳✺ ♠♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠

❛①✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♣❧♦ts✱ ❛ ❝❧♦s❡✲✉♣ ✈✐❡✇ ✐s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦❡♠❡tr✐❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✾ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝❛✈✐t②

❛♥❞ ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❣✉♥✱

❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ tr❛❝❦❡❞ ❜② ❆str❛✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ r♠s

❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❞❡s✐r❡❞ ❜② ✷✵✪✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ♦❢

t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❛r❣❡t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

✹✳✹ ●❊❖▼❊❚❘❨ P❆❘❆▼❊❚❊❘■❩❆❚■❖◆

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❢✉rt❤❡r ❣✉♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❞❡s✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P✳ ❚♦ s♣♣♦rt t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s❡t

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣✉♥ s❤❛♣❡✱

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣✉♥ s❤❛♣❡ ✐s r❡t❛✐♥❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛t❤♦❞❡ ❡♥tr❛♥❝❡✱ ♥♦s❡❝♦♥❡✱ ✜♥✱

❛♥❞ r❡❡♥tr❛♥t ❡①✐t ❢❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡r❡ s❡t ❛♥❞ ❛ ❢❡✇

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡✳

❚✇♦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐♥ ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦t❤

✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥ ❡①♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ ❈❙❚ ▼❲❙✿ t❤❡ ❣✉♥ s❤❛♣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❛♥❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❤♦❧❞❡r✱ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❖♥❡

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧



✹✾

❋■●✳ ✶✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❈❙❚ ❡①♣♦rt ❛♥❞ ❛❞❥✉st❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇✐t❤ ③♦♦♠ ❛r❡❛ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳

❋■●✳ ✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✜❡❧❞ ♦♥✲❛①✐s ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ✜❡❧❞ ✵✳✺ ♠♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛♥❞
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ❢♦r ❈❙❚ ❡①♣♦rt ❛♥❞ ❛❞❥✉st❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇✐t❤ ③♦♦♠ ❛r❡❛s t♦ t❤❡
r✐❣❤t✳



✺✵

❚❆❇▲❊ ✾✿ ❈❛✈✐t② ❛♥❞ ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❞❥✉st❡❞ ❣✉♥ ♣r♦✜❧❡ ✭✜rst ❣✉♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✮✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✹✾✽✳✹ ▼❍③
❈❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ✷✷✶✳✺ ♠♠
❈❛✈✐t② r❛❞✐✉s ✶✸✸✳✾ ♠♠
❈❛✈✐t② ❣❛♣ ✻✾ ♠♠
❇❡❛♠♣♦rt ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞✐✉s ✶✵ ♠♠
P❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ E∗

p ✸✳✻✽ ▼❱✴♠
P❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ B∗

p ✻✳✻✼ ♠❚
B∗

p/E
∗
p ✶✳✽✶ ♠❚✴✭▼❱✴♠✮

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✱ G ✽✹✳✺ Ω
(R/Q)×G 1.3× 104 Ω2

❊♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t U∗ ✹✺ ♠❏
∗❆t Eacc = 1 ▼❱✴♠

❚❆❇▲❊ ✶✵✿ ❆str❛ tr❛❝❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ✜rst ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛t ❣✉♥ ❡①✐t✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✶✳✺✺ ▼❡❱
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✵✳✺✸ ❦❡❱
σx,y ✵✳✹✽ ♠♠
ǫN(x,y),rms ✵✳✶✷ ♠♠✲♠r❛❞
σz ✷✳✶ ♠♠



✺✶

❋■●✳ ✶✽✿ ❇❛s✐❝ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✺✵✵ ▼❍③✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛r❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❣✉♥ s❤❛♣❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦

✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❛❞✐✉s ❢♦r t❤❡ t✇♦ s♠❛❧❧❡r s♣❤❡r✐❝❛❧ ❜❧❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❡①✐t ❢❛❝❡✱ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①✐t ❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r s❤❡❧❧ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥

r❛❞✐✉s ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①✐t ❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡

❜❡❛♠ ♣✐♣❡✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t✇❡❧✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ❞✐❝t❛t❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❛❜❧❡ ✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡s❡ t✇❡❧✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦❡②❡❞ t♦ ❋✐❣✳ ✶✾✱ ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥

t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❋♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡

♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❛❧t❡r t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ♦❜s❡r✈❡ ❋✐❣✳ ✶✷✳ ❍❡r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛s yE ❂ ✼ ♠♠✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛s yE ❂ ✶✹ ♠♠✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❜❡✐♥❣ ❤❡❧❞

❝♦♥st❛♥t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ r❛❞✐✉s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧t❡r❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♦♠❡tr② ✐s

✺✵✵ ▼❍③✳

✹✳✹✳✶ ❙❲■❚❈❍■◆● ❚❖ ■▼P❆❈❚✲❚



✺✷

❚❆❇▲❊ ✶✶✿ ▲✐st ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr②✳

P❛r❛♠❡t❡r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❱❛❧✉❡ ❯♥✐ts
Rcav ❘❛❞✐✉s ♦❢ ❣✉♥ ✶✸✸✳✾✹ ♠♠
Rcathode ❘❛❞✐✉s ♦❢ ❝❛t❤♦❞❡ ❤♦❧❞❡r t✐♣ ✹✳ ♠♠
Rpipe ❘❛❞✐✉s ♦❢ ❡①✐t✐♥❣ ❜❡❛♠ ♣✐♣❡ ✶✵✳ ♠♠
Rentrance ❘❛❞✐✉s ♦❢ ❡♥tr❛♥❝❡ ✐♥ ♥♦s❡❝♦♥❡ ✻✳ ♠♠
xE ❉✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❝❛t❤♦❞❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ✹✳ ♠♠
yE y✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♥♦s❡❝♦♥❡ ✶✸✳ ♠♠

✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❛♥❣❡♥t
α ❆♥❣❧❡ ♦❢ ♥♦s❡❝♦♥❡ ✶✸ ◦

lfin ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥ t✐♣ ❛♥❞ ✶✷✼✳✾✺ ♠♠
❝❛t❤♦❞❡ t✐♣

hfin ▼❛①✐♠✉♠ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✜♥ ✺✷✳✼✸✹ ♠♠
lgap ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ xE ❛♥❞ ✻✵✳ ♠♠

x✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ yE2

lrec ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✸✵✳ ♠♠
♦♥ ❡①✐t ❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❛♥❣❡♥t

yE2 y✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♥❡❛r❡st ❜❡❛♠ ♣✐♣❡ ✶✺✳ ♠♠
✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❛♥❣❡♥t

❋■●✳ ✶✾✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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Pr✐♦r t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ❣✉♥✱ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣

s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❆str❛✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✇❛s

❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ ■▼P❆❈❚✲❚✳ ❆ s❤♦rt❡r r✉♥ t✐♠❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣

■▼P❆❈❚✲❚ t♦ tr❛❝❦ ✶✵✵✱✵✵✵ ♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❆str❛ tr❛❝❦✐♥❣ ✷✱✵✵✵✳ ■♥ ❛❞✲

❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s s✇✐t❝❤ ✇❛s ♣r♦♠♣t❡❞ ❜② ❝♦♥❝❡r♥s ♦✈❡r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❆str❛✬s s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❆str❛ tr❛❝❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r ✷✱✵✵✵ ♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t

✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r✐❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉♥❝❤ t♦ ♠❛❦❡

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥❧② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡

❝❛t❤♦❞❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥♣✉t

s❡tt✐♥❣s ❢♦r s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥

❢♦r ❆❙❚❘❆ ❬✸✼❪✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ✉s❡r ♠❛② ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s♣❡♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡tt✐♥❣s

❢♦r ❡✈❡r② ♥❡✇ ❝❛t❤♦❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❢❛r ❡❛s✐❡r ❛♥❞ q✉✐❝❦❡r t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦❞❡ ♠♦r❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ■▼P❆❈❚✲❚✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s❡tt✐♥❣s ♠✉st st✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❧t❡r❡❞✳

❊✈❡♥ ♣✉tt✐♥❣ ❛s✐❞❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✈❡r② ♥❡✇ ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✢❛✇✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ❛❝❝✉r❛t❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠✉st t❛❦❡

♣❧❛❝❡ ❛t ❛ t✐♠❡ st❡♣✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ st❡♣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ♠❛❦❡ ❛

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s ♥♦t ②❡t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❬✹✷❪✳

❚❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ②❡t ❡①✐st ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛❝❦✐♥❣

❝♦❞❡s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❬✻✽✕✼✶❪✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥

❞❡s✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣r❡❛t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✱

✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ str♦♥❣ ❡✛♦rt t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❉✉❡ t♦ q✉✐❝❦❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✱ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦

❝❤❛♥❣❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣s ✇❤❡♥ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠

t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ■▼P❆❈❚✲❚ ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

✹✳✺ ❙❊❈❖◆❉ ■❚❊❘❆❚■❖◆

❆t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ❧✐♥❛❝✱ t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✇❛s ♦✈❡r ❢♦✉r t✐♠❡s t❤❡ ❞❡✲

s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✉♣♦♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛ ❧♦♥❣ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ s❤♦✉❧❞

♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ❛t t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❡①✐t✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜✉♥❝❤
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❚❆❇▲❊ ✶✷✿ ❙❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P❧❛t❡❛✉
❇✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✶✳✺ ♣s
❘✐s❡ t✐♠❡ ✵✳✸✼✺ ♣s
❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❯♥✐❢♦r♠
r♠s ❜✉♥❝❤ r❛❞✐✉s ✶ ♠♠
■♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✵ ♠r❛❞
❇✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ✶✵ ♣❈
■♥✐t✐❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✶ ❦❡❱
pz ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ■s♦tr♦♣✐❝

❧❡♥❣t❤✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r ❜✉♥❝❤ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ♣❛ss✲

✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜rst ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ♠❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❡r❣②

s♣r❡❛❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ❢♦✉♥❞ ✇❛s ✶✳✺ ♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✻✳✷✺✪ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✐❛❧ ❜✉♥❝❤

❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ r♠s s♣♦t s✐③❡ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✇❛s ❞♦✉❜❧❡❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢

s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✉❡ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤✳ ❆❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇

❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳ ❆s t❤✐s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❢♦r❝❡s ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦

❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✱ t❤❡ ✜rst ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡st ❜❡❛♠✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❞r❛st✐❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t✐♠❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r✉♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ✈❛r②✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❢❡✇ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦

✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❝❛♥ ✇❛s r✉♥ ❢♦r t✇♦

s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ xE ❛♥❞ yE✳ ❚❤✐s s❝❛♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡r

❛♥❞ ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r t❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✱

✇❤✐❧❡ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❣✉♥ ♦✉t❡r r❛❞✐✉s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❣✉♥ ♠❛❦❡s ✐t ❧✐❦❡❧②

t❤❛t ❛❧t❡r✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❡❛♠✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❤❛♣❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡♠✐tt❛♥❝❡

♦✉t ♦❢ t❤❡ ❣✉♥✳ ❇✉t✱ ❛s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❤♦✇♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❞♦❡s

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥

t❤❡ s♠❛❧❧ s♣♦t s✐③❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛t t❤❡ ■P✱ ✐❢ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱

❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐s ❜❡st ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥



✺✺

❋■●✳ ✷✵✿ P❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s✐③❡ ✭r✐❣❤t✮✱
♦✉t ♦❢ ❜♦t❤ ❣✉♥ ❛♥❞ ❧✐♥❛❝✱ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ yE✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐♥❣ ✈❛r✐❡❞✳

✇❛s ❛❧t❡r❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r♠s s♣♦t s✐③❡ ✇❡r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡

❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳

■♥ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥✱ ✐t ✐s s❡t s✉❝❤ t❤❛t Ep ❛♥❞ Bp ❛r❡ ❜♦t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦

✹✵ ▼❱✴♠ ❛♥❞ ✽✵ ♠❚✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡

❧✐♥❛❝ ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞

❢♦✉r s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✐s ❛❧✇❛②s ✷✺ ▼❡❱✳ ❙❡❧❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❝❛♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✵✳

❚❤❡ ♣❧♦ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ r♠s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ s✐③❡s ❜♦t❤ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐♥❣ ✈❛r✐❡❞✳

❚❤❡ ♦♣t✐♦♥ t❤❛t ❜❡st ❢✉❧✜❧❧❡❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ s✐③❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

✐s xE ❂ ✹✳ ♠♠ ❛♥❞ yE ❂ ✾✳✺ ♠♠✱ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ✭Rcav✮ ♦❢ ✶✸✹ ♠♠✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳ ◆♦t❛❜❧②✱ xE ❞✐❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ❛s ✈❛r②✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r

❤❛❞ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❋✐❣✳ ✷✶ s❤♦✇s ❜♦t❤ ❛ s✐❞❡✲❜②✲s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣

❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❚❛❜❧❡ ✶✸ ❣✐✈❡s t❤❡ ❘❋

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❣✉♥✳ ❋✐❣✳ ✷✷ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥

❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛♥❞ ✵✳✺ ♠♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❛①✐s ❢♦r ❜♦t❤ ❣✉♥s✳ ❚♦

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ❛❧t❡r❛t✐♦♥✱ ❚❛❜❧❡ ✶✹ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞



✺✻

❋■●✳ ✷✶✿ ❙✐❞❡✲❜②✲s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr②
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛ ③♦♦♠ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❤❡♥ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❣✉♥s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡

s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❣✉♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✸✳

✹✳✻ ❋■◆❆▲ ❉❊❙■●◆

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞

✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❛r❣❡t ❣♦❛❧s ✐s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

♠♦st ✐♥ ♥❡❡❞ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞

✉♥t✐❧ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❛s s✉❝❤ t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✇❛s

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✸ ♣s❡❝✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ❛❞❥✉st♠❡♥t ✇❛s t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ❜✉♥❝❤ s✉✣❝✐❡♥t❧②

s❤♦rt✱ ❝❤✐r♣✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s ❝♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ t❤❛t ✐s ✸ t✐♠❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❜✉♥❝❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✺✳

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡

✜❡❧❞s✱ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②



✺✼

❚❆❇▲❊ ✶✸✿ ❈❛✈✐t② ❛♥❞ ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✺✵✵ ▼❍③
❈❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ✷✷✶✳✺ ♠♠
❈❛✈✐t② r❛❞✐✉s ✶✸✹ ♠♠
❈❛✈✐t② ❣❛♣ ✻✾ ♠♠
❇❡❛♠♣♦rt ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞✐✉s ✶✵ ♠♠
P❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ E∗

p ✸✳✽✾ ▼❱✴♠
P❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ B∗

p ✻✳✺✸ ♠❚
B∗

p/E
∗
p ✶✳✻✽ ♠❚✴✭▼❱✴♠✮

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✱ G ✽✹✳✹ Ω
(R/Q)×G 1.33× 104 Ω2

❊♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t U∗ ✹✹ ♠❏
∗❆t Eacc = 1 ▼❱✴♠

❋■●✳ ✷✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✜❡❧❞ ♦♥✲❛①✐s ✭t♦♣ r♦✇✮ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ✜❡❧❞ ✵✳✺ ♠♠ ❛✇❛②
❢r♦♠ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✭r✐❣❤t
❝♦❧✉♠♥✮ ❣❡♦♠❡tr② ✐t❡r❛t✐♦♥s✳



✺✽

❚❆❇▲❊ ✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ r❡s✉❧ts ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜✉♥❝❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❣✉♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ✭t♦♣✮ ❛♥❞
❧✐♥❛❝ ✭❜♦tt♦♠✮✳

P❛r❛♠❡t❡r ❋✐rst ❙❡❝♦♥❞ ❯♥✐ts
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✶✳✻ ✶✳✺ ▼❡❱
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✸✳✺ ✹✳✹ ❦❡❱
σx,y ✵✳✻✼ ✵✳✸✺ ♠♠
ǫN(x,y),rms ✵✳✷✺ ✵✳✷✷ ♠♠✲♠r❛❞
σz ✵✳✷✼ ✵✳✷✽ ♠♠
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✷✺✳ ✷✺✳ ▼❡❱
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✻ ✾ ❦❡❱
σx ✶✳✹ ✵✳✼✺ ♠♠
σy ✶✳✹ ✵✳✼✻ ♠♠
ǫNx,rms ✵✳✸✷ ✵✳✶✽ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNy,rms ✵✳✸✶ ✵✳✶✼ ♠♠✲♠r❛❞
σz ✵✳✸✵ ✵✳✸✺ ♠♠

❋■●✳ ✷✸✿ ❇❡❛♠ s♣♦t ✭❧❡❢t✮✱ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭❝❡♥t❡r✮✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡
✭❧❡❢t✮ ♦❢ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ ❣✉♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳



✺✾

❚❆❇▲❊ ✶✺✿ ❋✐♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P❧❛t❡❛✉
❇✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✹✳✺ ♣s
❘✐s❡ t✐♠❡ ✶✳✶✷✺ ♣s
❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❯♥✐❢♦r♠
r♠s ❜✉♥❝❤ r❛❞✐✉s ✶ ♠♠
■♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✵ ♠r❛❞
❇✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ✶✵ ♣❈
■♥✐t✐❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✶ ❦❡❱
pz ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ■s♦tr♦♣✐❝

♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ s❧✐❣❤t❧② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝✱ ♣r✐♠❛r✐❧②

❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣❡♦♠❡tr✐❡s

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✻✳

❚❤❡ ❣✉♥ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Bp < 80 ♠❚ ❛♥❞ Ep ∼ 40 ▼❱✴♠✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✺✳

❚❤❡ ■▼P❆❈❚✲❚ tr❛❝❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✼✱ ✇✐t❤

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❜❡❛♠ s♣♦t ❛t t❤❡ ❣✉♥ ❡①✐t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✻✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡

❡♥❡r❣②✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣✉♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤♦s❡

♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ r♠s ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ♠❛② s❡❡♠ ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❛s t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐s t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧♦♥❣❡r ✐♥

t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ✐s s♦ s❤♦rt ❛s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳

✹✳✻✳✶ ❉❘■❱❊ ▲❆❙❊❘

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✹✳✺ ♣s❡❝ ✢❛t✲t♦♣ ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♣t✐♦♥s✳

❖♥❡ ❢✉❧❧② r❡❛❧✐③❡❞ ♦♣t✐♦♥ ✐s ✐♥ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ▲❈▲❙ ✐♥❥❡❝t♦r ❬✼✷❪✳ ❚❤✐s ❞r✐✈❡ ❧❛s❡r ✇❛s ♠❛♥✉❢❛❝✲

t✉r❡❞ ❜② ❚❤❛❧❡s ▲❛s❡r ❛♥❞ ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② tr✐♣❧❡❞✱ ❝❤✐r♣❡❞✲♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❜❛s❡❞

♦♥ ❛ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡r ❬✼✷✱ ✼✸❪✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ ▲❈▲❙ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ r❡✲

q✉✐r❡ ❛ ❋❲❍▼ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✻ ♣s ✇✐t❤ ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✷✵ ❍③✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡

❧❛s❡r ❤❛s ❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ❛♥❞ ✷✵ ♣s ❬✼✷❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s

✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡❣✐♠❡ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t r❡q✉✐r❡s✱ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ♥❡❛r❧②



✻✵

❋■●✳ ✷✹✿ ❙✐❞❡✲❜②✲s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr②
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛ ③♦♦♠ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

❚❆❇▲❊ ✶✻✿ ❈❛✈✐t② ❛♥❞ ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✜♥❛❧ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❙❡t t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t
Eacc = 10.3 ▼❱✴♠✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✺✵✵ ▼❍③
❈❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ✷✷✶✳✺ ♠♠
❈❛✈✐t② r❛❞✐✉s ✶✸✹ ♠♠
❈❛✈✐t② ❣❛♣ ✻✾ ♠♠
❇❡❛♠♣♦rt ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞✐✉s ✶✵ ♠♠
P❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ E∗

p ✸✳✽✻ ▼❱✴♠
P❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ B∗

p ✻✳✺✺ ♠❚
B∗

p/E
∗
p ✶✳✼✵ ♠❚✴✭▼❱✴♠✮

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✱ G ✽✸✳✼ Ω
(R/Q)×G 1.31× 104 Ω2

❊♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t U∗ ✹✹ ♠❏
∗❆t Eacc = 1 ▼❱✴♠



✻✶

❋■●✳ ✷✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✜❡❧❞ ♦♥✲❛①✐s ✭t♦♣ r♦✇✮ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ✜❡❧❞ ✵✳✺ ♠♠ ❛✇❛②
❢r♦♠ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✭r✐❣❤t
❝♦❧✉♠♥✮ ❣❡♦♠❡tr② ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❆❇▲❊ ✶✼✿ ■▼P❆❈❚✲❚ tr❛❝❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛t ❣✉♥ ❡①✐t✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✶✳✺✶ ▼❡❱
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✵✳✻✽ ❦❡❱
σx,y ✵✳✷✾ ♠♠
ǫN(x,y),rms ✵✳✷✵ ♠♠✲♠r❛❞
σz ✵✳✶✽ ♠♠
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❋■●✳ ✷✻✿ ❇❡❛♠ s♣♦t ✭❧❡❢t✮✱ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭❝❡♥t❡r✮✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡
✭❧❡❢t✮ ♦❢ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ ❣✉♥ ✐♥ ✜♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❆♥♦t❤❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✢❛t✲t♦♣ ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲

♣❡r✐♦❞ ✜❜❡r ❣r❛t✐♥❣s ✭▲P●s✮✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

t❤❛t ●❛✉ss✐❛♥✲❧✐❦❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ✢❛t✲t♦♣ ♣✉❧s❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢

❝♦♥❝❡♣t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✻✵✵ ❢s ❛♥❞ ✶✳✽ ♣s ●❛✉ss✐❛♥✲❧✐❦❡ ♣✉❧s❡s

✇❡r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ✶ ❛♥❞ ✸✳✷ ♣s ✢❛t✲t♦♣ ♣✉❧s❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ▲P● ✇❛s ✉s❡❞

❢♦r ❜♦t❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❬✼✹❪✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛t ❤✐❣❤ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r✳

✹✳✼ ❊▼■❚❚❆◆❈❊ ❉❊❈❘❊❆❙❊

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♦✉t

♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥✱

t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t❡❞ t❤❡ ❣✉♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ♥♦t ②❡t ❛t ❛

s✉✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② t♦ ♠❛❦❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞ ❧✐♥❛❝ ❡①✐ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛

❣r❡❛t❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ t♦ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❜❡✲

❤❛✈✐♦r✳ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✬s t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡

❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❡♥t✐r❡ ❜❡❛♠✱ ♥♦t t❤❡ r♠s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♠✐tt❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ❜❡✐♥❣ q✉♦t❡❞✳

❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ r♠s s♣♦t s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛s ✐t ♣❛ss❡s

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✼✳ ❇♦t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ❞❡❝r❡❛s❡

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❛❝✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
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✇❤✐❝❤ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ r♠s s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❣r♦✇

r❛♣✐❞❧② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐ts t❤❡ ❣✉♥✱ ❜✉t t❤❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❧✐♥❛❝✳

❯s✐♥❣ ■▼P❆❈❚✲❚✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛❢t❡r t❤❡ ❣✉♥ ❛s t❤❡

❜❡❛♠ ❞r✐❢ts ❞♦✇♥str❡❛♠✱ ✇✐t❤♦✉t ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s

❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ❞r✐❢t✐♥❣ ❜✉♥❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✽✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❞r✐❢ts ❞♦✇♥str❡❛♠✱ t❤❡

❡♠✐tt❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② z = 0.7 ♠✱ ❜❡❢♦r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✾ ❛t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤❡

❣✉♥ ❡①✐t✱ ✉♣ t♦ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t z = 0.7 ♠✳

❖♥❡ ❢✉rt❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❞r✐❢t✐♥❣ ❜✉♥❝❤✱ ǫNrms,r = 0.12 ♠♠✲♠r❛❞

❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ z = 0.7 ♠✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ǫNrms,x = 0.10 ♠♠✲♠r❛❞ ❛♥❞

ǫNrms,y = 0.13 ♠♠✲♠r❛❞✳ ❙♦ ❡✈❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥

✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❥✉st ❞r✐❢ts ❛❢t❡r t❤❡ ❣✉♥✳ ■❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠

❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❣✉♥ ✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡s

❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ✏q✉❛❞r✉♣♦❧❡✲❧✐❦❡✑ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♠✐♥✲

✐♠✉♠ t♦ ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝❀ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❣✉♥✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ ❛♥ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❝❝✉r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✵✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❛t❤♦❞❡ ❜✉♥❝❤ tr❛❝❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ ♠✐♥✉✲

♠✉♠ ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆t t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠✱ ǫNrms,x = 0.095 ♠♠✲♠r❛❞ ❛♥❞ ǫNrms,y = 0.11 ♠♠✲♠r❛❞✱

❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧

❧✐♥❛❝✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐ts ✇✐t❤ ǫNrms,x = 0.13 ♠♠✲♠r❛❞

❛♥❞ ǫNrms,y = 0.13 ♠♠✲♠r❛❞✱ s♦ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡

❣✉♥✳ ■❢ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦♦ r❛♣✐❞❧②✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s

t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ q✉❛❧✐t② s✉✛❡r✐♥❣✳
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♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
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❋■●✳ ✷✽✿ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s r❛❞✐❛❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ s♣♦t s✐③❡ ✭r✐❣❤t✮
♦❢ ✜♥❛❧ ❜✉♥❝❤ ❞r✐❢t✐♥❣ ❛❢t❡r ✜♥❛❧ ❣✉♥ ❡①✐t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❋■●✳ ✷✾✿ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣✉♥ ❛s ✐t ❞r✐❢ts ❞♦✇♥✲
str❡❛♠✳
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❋■●✳ ✸✵✿ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ tr❛❝❦❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
♣♦s✐t✐♦♥✳
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❈❍❆P❚❊❘ ✺

▲■◆❊❆❘ ❆❈❈❊▲❊❘❆❚❖❘

✺✳✶ ❉❖❯❇▲❊✲❙P❖❑❊ ❈❆❱■❚❨

❯♥t✐❧ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ♥❡❛r t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛tt❡♠♣t❡❞ ✇✐t❤

♠✉❧t✐✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❧❛r❣❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ s✉❝❝❡s❢✉❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ❚▼✲t②♣❡ ❝❛✈✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠✉❧t✐✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ♦♣t✐♦♥s ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✐♦♥s✳

Pr❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❢♦r β ∼ ✶ str♦♥❣❧② s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡

♦♣t✐♦♥ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❬✼✺✕✼✾❪✳

❚❤❡ ❢♦✉r ❝❛✈✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛r❡ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ❙❘❋ ❝❛✈✐t✐❡s

❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❍♦♣♣❡r ✐♥ ❤✐s ❖❉❯ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❬✽✵✕✽✷❪✳ ❋✐❣✳ ✸✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♠❛❣❡

♦❢ t❤✐s ❝❛✈✐t②✱ ✇✐t❤ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ❝✉t ❛✇❛② t♦ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐❡✇ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤✐s ❝❛✈✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✷✳ ❙❡❧❡❝t ❘❋ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✽✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞❡s✐❣♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❝❛✈✐t② ✇❛s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣♦❦❡✳ ❋♦r

t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ❛ r❛❝❡tr❛❝❦ s♣♦❦❡ s❤❛♣❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥✱ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ❘❋ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ q✉❛❧✐t② ❜❡❛♠✳ ❖t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡r❡ r♦✉♥❞❡❞ sq✉❛r❡✱ r✐♥❣✱ ❛♥❞

❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s♣♦❦❡s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧❛❜❡❧s

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥✳

✺✳✷ ❚❘❆◆❙❱❊❘❙❊ ❈❖◆❙■❉❊❘❆❚■❖◆❙

❖♥❡ ❛s♣❡❝t ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ❛❧❧ s♣♦❦❡ ♦♣t✐♦♥s ✐s t❤❡ ✏q✉❛❞r✉♣♦❧❡✲❧✐❦❡✑ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s

✲ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ x ❛♥❞ ❞❡❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ y✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❜② t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣

♠♦❞❡ ❬✶✸✱ ✽✷❪✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❛✈✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s♣♦❦❡✳

❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t s♦♠❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦✉♥❞

❜❡❛♠ s♣♦t t♦ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♦r ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

❆s t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛✲

s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛rr❛♥❣❡ t❤❡♠ ❛s ♠✐❣❤t ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❢♦✉r q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

♦r✐❡♥t t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r✿ ❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✏❢♦❝✉s✐♥❣✑ ❛♥❞ ❛ ✏❞❡❢♦❝✉s✐♥❣✑ ❝❛✈✐t② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦❦❡
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str✉❝t✉r❡✳

❋■●✳ ✸✷✿ ❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❙❘❋ ❝❛✈✐t②✳
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❚❆❇▲❊ ✶✽✿ P❤②s✐❝❛❧ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❘❋ ✭❜♦tt♦♠✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t②✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✺✵✵ ▼❍③
❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♥❡❛r❡st ♠♦❞❡ ✺✵✼✳✶ ▼❍③
❈❛✈✐t② ❞✐❛♠❡t❡r ✹✶✻✳✹ ♠♠
■r✐s✲t♦✲✐r✐s ❧❡♥❣t❤ ✼✷✺ ♠♠
❈❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ✽✵✺ ♠♠
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ❬✭✸✴✷✮β0λ❪ ✾✵✵ ♠♠
❆♣❡rt✉r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✺✵ ♠♠
❊♥❡r❣② ❣❛✐♥∗ ❛t β0 ✾✵✵ ❦❱
R/Q ✻✼✺ Ω
QR†

s ✶✼✹ Ω
(R/Q)×QR†

s ✶✳✷×105 Ω2

P❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ E∗
p ✸✳✼ ▼❱✴♠

P❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✜❡❧❞ B∗
p ✼✳✻ ♠❚

B∗
p/E

∗
p ✷✳✵✺ ♠❚✴✭▼❱✴♠✮

❊♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t∗ ✵✳✸✽ ❏
P♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥∗† ✵✳✽✼ ❲

∗❆t Eacc = 1 ▼❱✴♠ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ (3/2)β0λ✱ β0 ❂ ✶
†Rs ❂ ✶✷✺ ♥Ω

❋■●✳ ✸✸✿ ❚❤❡ ❢♦✉r ♦♣t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r s♣♦❦❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❣❡♦♠❡tr②✿ ✭❛✮ r❛❝❡tr❛❝❦✱ ✭❜✮ r♦✉♥❞❡❞
sq✉❛r❡✱ ✭❝✮ r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✳



✼✵

❋■●✳ ✸✹✿ ❙✐❞❡✲❜②✲s✐❞❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ✭r✐❣❤t✮ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡
❝❛✈✐t②✳ ❆ ❜❡❛♠ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✜rst tr❛✈❡rs❡s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭❧❡❢t✱ ❢♦❝✉s✐♥❣✮ ♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧
✭r✐❣❤t✱ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣✮ s♣♦❦❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✜rst ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❢♦r ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ❝❛✈✐t✐❡s ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✹✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉ts ♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡①t t♦

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✽✵◦ ❛❜♦✉t t❤❡

✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ♠❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ tr✐❡❞✱

✈❛r②✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡✈❡rs❡❞ ❝❛✈✐t✐❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡s ✇❡r❡ r❡✈❡rs❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r♦✉♥❞❡st ❜❡❛♠ s♣♦t✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜❡st ❧✐♥❛❝s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✺✱

✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❡❛♠ s♣♦ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✻✳

✺✳✸ ❋■❘❙❚ ■❚❊❘❆❚■❖◆

❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✐s ❜❡❛♠

q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✢♦♦r ❢♦♦t♣r✐♥t✳ ❚❤❡ ❞❡s✐r❡ ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

❧✐♥❛❝ ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ ❧❡❛st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦♦r s♣❛❝❡✳ ■t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❘❋ str✉❝t✉r❡s ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❛s ✶✵ ❝♠ ❢♦r str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝r②♦♠♦❞✉❧❡

❛♥❞ ✸✵ ❝♠ ❢♦r str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝r②♦♠♦❞✉❧❡s✳

❋♦r t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t② ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ t✇♦

str✉❝t✉r❡s ❛s ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ♦❝❝✉♣② t❤❡ s❛♠❡ ❝r②♦♠♦❞✉❧❡✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ✐s r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✇❤❡♥ ✐t ❡①✐ts t❤❡ ❣✉♥✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝

❛s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐ts t❤❡ ✜rst

❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳



✼✶

❋■●✳ ✸✺✿ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇✐t❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭r✐❣❤t✮
❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳

❋■●✳ ✸✻✿ ❚❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦ts ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇✐t❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭r✐❣❤t✮ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳



✼✷

❋■●✳ ✸✼✿ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇✐t❤♦✉t ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✇✐t❤
✭r✐❣❤t✮ ❛ ❝❤✐r♣✳

❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t✇♦ ❝r②♦♠♦❞✉❧❡s ✲ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞

t❤✐r❞ ✐♥ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t② ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❜✉♥❝❤

❝♦♠♣r❡ss♦r t♦ ❜❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❤✐r♣❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ pz ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s

✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ♦✛✲❝r❡st ✻✳✺◦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

♣❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ♥♦t s❡t t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝❤✐r♣❡❞ ❛♥❞ ❝❤✐r♣❡❞ ❜✉♥❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✸✼✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❡ ✏q✉❛❞r✉♣♦❧❡✑✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♣♦❦❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r♦✉♥❞ ❜❡❛♠

❜② ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ t❤r♦✉❣❤ ❝❛✈✐t✐❡s ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✾✱ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❜❡❛♠ s♣♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✽✳

✺✳✹ ❙❊❈❖◆❉ ■❚❊❘❆❚■❖◆

❚❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝r②♦♠♦❞✉❧❡s✳ ❲✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ❝r②♦♠♦❞✉❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤r❡❡✱ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛✈✐t✐❡s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❝r②♦♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

❣✉♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t✇♦ ❞♦✉❜❧❡ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❝r②♦♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥

t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❛s ✇❡❧❧✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ r✉♥♥✐♥❣ ❛❧❧ ❝❛✈✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ♦♥✲❝r❡st ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡



✼✸

❚❆❇▲❊ ✶✾✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛t ❧✐♥❛❝ ❡①✐t ❢♦r t❤❡ ✜rst ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✷✺ ▼❡❱
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✸✶✳✵✾ ❦❡❱
ǫNx,rms ✵✳✶✻ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNy,rms ✵✳✶✺ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✵✳✺✶✶ ♠♠
σy ✵✳✹✽✷ ♠♠
βx ✽✷✳✶ ♠
βy ✼✺✳✺ ♠
αx ✷✳✸✹ ✲
αy ✲✵✳✺✾✶ ✲
σz ✷✳✶ ✭✼✮ ♠♠ ✭♣s❡❝✮

❋■●✳ ✸✽✿ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭❝❡♥t❡r✮ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❜❡❛♠ s♣♦t ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ❜✉♥❝❤
❛❢t❡r ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳



✼✹

❋■●✳ ✸✾✿ ❚❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
♦✛✲❝r❡st ♦❢ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s✳

t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✐t ✐s

♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝ t♦ r✉♥ ♦✛✲❝r❡st −4.5◦✳ ❙❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✾ ✐s t❤❡

r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦✛✲❝r❡st ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛st t✇♦

❝❛✈✐t✐❡s r✉♥✳

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣

✐t t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✵✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞

t❤✉s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❣✉♥✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

t❛r❣❡t ❣♦❛❧s✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡

r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ❞♦❡s ♠❡❡t t❤❡ t❛r❣❡t ❣♦❛❧✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡s✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦ ♥♦t ♠❡❡t t❤❡ t❛r❣❡t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥

❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛♣✐❞❧②✳

✺✳✺ ❋■◆❆▲ ❉❊❙■●◆



✼✺

❋■●✳ ✹✵✿ ❇❡❛♠ s♣♦t ✭✉♣♣❡r ❧❡❢t✮✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭✉♣♣❡r r✐❣❤t✮✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❤❛s❡
s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮ ♦❢ ❜✉♥❝❤ ❛❢t❡r ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳



✼✻

❚❆❇▲❊ ✷✵✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛t ❧✐♥❛❝ ❡①✐t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✷✺✳ ▼❡❱
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✼✳✷✺ ❦❡❱
ǫNx,rms ✵✳✶✾ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNy,rms ✵✳✶✼ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✵✳✼✻ ♠♠
σy ✵✳✼✻ ♠♠
βx ✶✺✹ ♠
βy ✶✼✶ ♠
αx ✲✶✶ ✲
αy ✲✶✻ ✲
σz ✵✳✸✺ ♠♠

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r②♦♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❙❘❋ str✉❝t✉r❡s r❡✲

♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ■♥st❡❛❞

♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛✈✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❢♦❝✉s✐♥❣✱

❞❡❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✐s ♥♦✇ ❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❞❡✲

❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❢♦❝✉s✐♥❣✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ❋✐❣✳ ✹✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥❡①t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡ r✉♥ −4◦ ♦✛✲

❝r❡st✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❛❧t❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ❜❡❛♠ ✭♦❢

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦✮ ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳

❚r❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✇❤✐❝❤ ❡①✐ts t❤❡ ✜♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐♠✉✲

❧❛t❡❞ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✶✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✱ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✵✱ ❛r❡ ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ t✇♦ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ♠❡r❡❧② ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st✱ r♦✉♥❞❡st ❜❡❛♠

❛t t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❡①✐t✳ ■❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡

❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❛r❣❡t ❣♦❛❧ ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s♣♦t s✐③❡ ✐s ❛❣❛✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r ❢♦❝✉s✐♥❣ t♦ ❛ s♠❛❧❧ s♣♦t

s✐③❡ ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛♣✐❞❧②✳



✼✼

❋■●✳ ✹✶✿ ❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭t♦♣ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮
❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡s r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛st t✇♦ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ s✇✐t❝❤❡❞✳

❚❆❇▲❊ ✷✶✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛t ❧✐♥❛❝ ❡①✐t ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✷✺✳ ▼❡❱
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✸✳✹✹ ❦❡❱
ǫNx,rms ✵✳✶✵ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNy,rms ✵✳✶✸ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✵✳✸✺ ♠♠
σy ✵✳✸✽ ♠♠
βx ✻✵ ♠
βy ✺✹ ♠
αx ✲✷✳✸ ✲
αy ✲✸✳✽ ✲
σz ✵✳✻✼ ♠♠
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s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮ ♦❢ ❜✉♥❝❤ ❛❢t❡r ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝
✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳



✼✾

❈❍❆P❚❊❘ ✻
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✻✳✶ ■◆■❚■❆▲ ❉❊❙■●◆

❘❛♥❞✐❦❛ ●❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❚♦❞❞ ❙❛t♦❣❛t❛ ❜❡❣❛♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦rs

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ♦❢ ✹✲❞✐♣♦❧❡ s✲❝❤✐❝❛♥❡ ❝♦♠♣r❡ss♦rs✱

✇✐t❤ t✉♥❛❜❧❡ R56✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞♦✇♥

t♦ ❛ s♠❛❧❧ s♣♦t s✐③❡✳ ❖♥❡ ❞❡s✐❣♥✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✸π ❢♦r t❤❡ ♥❡t ♣❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡

❜❡❛♠ tr❛✈❡rs✐♥❣ ✐t✱ ❤❛s ❛ ♥❡t ❜❡♥❞ ♦❢ ✾✵◦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡t ♣❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡

♦❢ ✹π✱ ✇✐t❤ ♥♦ ♥❡t ❜❡♥❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❧❛②♦✉t ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✸π ❛♥❞ ✹π ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✹✸ ❬✷✻✱✻✻✱✽✸❪✳

❖♥❡ t❤✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s❡①t✉♣♦❧❡s ✐♥ ❡✐t❤❡r ❞❡s✐❣♥✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡①t✉♣♦❧❡s ❛t

♣♦✐♥ts ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡♠♦✈❡s ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐t ✐s

❞♦♥❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❬✽✹❪✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r✱ s❡①t✉♣♦❧❡s ✇❡r❡

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❬✷✻❪✳

✻✳✷ ❋■❘❙❚ ■❚❊❘❆❚■❖◆

❲❤❡♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❛s tr❛❝❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ ✜♥❛❧

❢♦❝✉s ♦♣t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❡❧❡❣❛♥t✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ❡✈✐❞❡♥t✳ ❋✐rst✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

❝♦♠♣r❡ss♦rs ✇❡r❡ ❛❝❤r♦♠❛ts ❢♦r ❜✉♥❝❤❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❣❛♥t ✭t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t❡❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡

✇✐t❤ Dx, D
′
x ❂ ✵✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❛s tr❛❝❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡

❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❤❛❞ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭Dx✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥③❡r♦ r❛t❡ ♦❢

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭D′
x✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡s

✇❡r❡ ❜❧♦✇✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✇❡r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s♠❛❧❧ s♣♦t s✐③❡ ❛t t❤❡ ■P✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♥❡❡❞s t♦

s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Dx, D
′
x ❂ ✵ ❬✷✻❪✳ Pr❡s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✇❛s ❛♥❞ ✐s

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❘✉♥♥✐♥❣ ❡❧❡❣❛♥t ✇✐t❤ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛♥❞ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❧❛tt✐❝❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛❝❤r♦♠❛t✐❝ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

♦❢ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❜❧♦✇ ✉♣ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
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❛t ✭✵✱✵✮✳

✻✳✷✳✶ ❙❖▲❊◆❖■❉

❚❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ✏❜♦✇✲t✐❡✑ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ✇❡r❡ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣

❢❛❝t♦r t♦ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✇❛s ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ❛

s♦❧❡♥♦✐❞ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❞♦✇♥ str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❛❝✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧❡♥♦✐❞s ✐♥

tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❬✺✺❪✳ P❛ss✐♥❣ t❤❡ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞

t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡

❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣r✐♦r t♦ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛❢t❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❞r✐❢t ❧❡♥❣t❤✳

❆s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ t❤❡

❜✉♥❝❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛s t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ str❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡s❡♠❜❧❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡✳

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧❡♥♦✐❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✹✱

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤ ❛❢t❡r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤

s♦❧❡♥♦✐❞s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ str❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤ ✐s t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❧✐♥❛❝✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✽✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛♥❞ t✉♥❡❞ s♦ t❤❛t αx = αy ❛♥❞

βx ≈ βy ❤❡❛❞✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛❢t❡r t❤❡

q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✺✱ ✇✐t❤ s❡❧❡❝t tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❢t❡r ❜♦t❤ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞
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❋■●✳ ✹✹✿ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭t♦♣ r♦✇✮ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ♦❢ ❛ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣
❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✭❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮✳
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❋■●✳ ✹✺✿ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭❝❡♥t❡r✮ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❜❡❛♠ s♣♦t ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ❜✉♥❝❤
❛❢t❡r ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❚❆❇▲❊ ✷✷✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ✭✐♥♥❡r ❧❡❢t✮ ❛♥❞
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✭✐♥♥❡r r✐❣❤t✮ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

P❛r❛♠❡t❡r ❆❢t❡r ❙♦❧❡♥♦✐❞ ❆❢t❡r ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❯♥✐ts
ǫNx,rms ✵✳✶✾ ✵✳✶✾ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNy,rms ✵✳✶✽ ✵✳✶✽ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✵✳✺✵ ✵✳✸✽ ♠♠
σy ✵✳✹✼ ✵✳✸✾ ♠♠
βx ✻✺ ✸✽ ♠
βy ✻✶ ✸✾ ♠
αx ✶✺ ✶✵ ✲
αy ✶✷ ✶✵ ✲

❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✷✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ❞✐❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❜❡♥❡✜t t♦✇❛r❞s ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✱ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✇❡r❡ ❧✐♠✐t❡❞✳ ▼✉❝❤ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛s t❛❦✐♥❣ t❤❡

❜❡❛♠ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛ ❜✉♥❝❤ ✇❤✐❝❤ ❦❡♣t ✐ts r♦✉❣❤❧② ❝✐r❝✉❧❛r ❜❡❛♠

s♣♦t ✇✐t❤ ❞r✐❢t✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❢♦❝✉s ✐♥ ❜♦t❤ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡✳

✻✳✷✳✷ ❋■❘❙❚ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❖❋ ❙❊❳❚❯P❖▲❊❙

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❛②♦✉t ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠♣r❡ss♦rs ✇❛s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✹✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst
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❋■●✳ ✹✻✿ ❆ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤✐r♣ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r ✭❧❡❢t✮
❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤✐r♣ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ✹π ❝♦♠♣r❡ss♦r ✭r✐❣❤t✮✳

❞✐♣♦❧❡✳ ❚❤❡ R56 ♦❢ t❤❡ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r ✐s ✲✶✳✺✸ ♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ R56 ♦❢ t❤❡ ✹π ❝♦♠♣r❡ss♦r ✐s

✶✳✻✵ ♠✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ R56 ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s s✐❣♥✐✜❡s t❤❛t

t❤❡② ❡❛❝❤ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤✐r♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ ❜♦t❤

❝♦♠♣r❡ss♦rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✻✳

❲❤❡♥ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s❡①t✉♣♦❧❡s✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♣❧❛❝❡ s❡①t✉♣♦❧❡s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡

str❡♥❣t❤s ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❤✐❣❤❡st ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧✮ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬✷✻✱ ✽✹❪✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡s❡

❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞❡s✐❣♥✱ ❋✐❣✳ ✹✼ s❤♦✇s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡

❜❡❛♠ ♣❛t❤ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠♣r❡ss♦rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐♥❞✐✲

❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ♣❧❛❝❡ ❛ s❡①t✉♣♦❧❡ ♦♥

❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r s❡t ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡①t✉♣♦❧❡s ✐♥

❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❤✐❣❤❡st ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❜✉t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✽✱

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ✹π ❝♦♠♣r❡ss♦r t❤❛♥ t❤❡ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r✳ ❆t

t❤✐s ♣♦✐♥t✱ s❡❧❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ❜✉♥❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢

t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦rs ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✸✳

❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✽✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐s
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❋■●✳ ✹✼✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✸π ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ 4π ✭r✐❣❤t✮
❝♦♠♣r❡ss♦rs✳

❋■●✳ ✹✽✿ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❜✉♥❝❤❡s ❡①✐t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ✸π ✭❧❡❢t✮
❛♥❞ ✹π ✭r✐❣❤t✮ ❝♦♠♣r❡ss♦rs✳
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❚❆❇▲❊ ✷✸✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
✭❜♦tt♦♠✮ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✸π ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✹π ✭r✐❣❤t✮ ❞❡s✐❣♥s✳

P❛r❛♠❡t❡r ✸π ✹π ❯♥✐ts
R56 ✲✶✳✺✸ ✶✳✻✵ ♠
❉✐♣♦❧❡ ❆♥❣❧❡s ✻✵✱ ✲✶✵✺✱ ✲✶✵✺✱ ✻✵ ✹✵✱ ✲✶✼✵✱ ✶✼✵✱ ✲✹✵ ◦

❉✐♣♦❧❡ ▲❡♥❣t❤s ✵✳✽✱ ✵✳✽✱ ✵✳✽✱ ✵✳✽ ✵✳✸✺✱ ✶✳✶✱ ✵✳✸✺✱ ✶✳✶ ♠
βx ✷✹ ✼✳✶ ♠
βy ✾✷✺ ✸✺✵ ♠
ǫNrms,x ✵✳✹ ✸ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNrms,y ✵✳✺ ✷ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✵✳✹✻ ✵✳✻✻ ♠♠
σy ✸ ✹✳✷ ♠♠

♦♥❧② ✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✹π ❞❡s✐❣♥✱ ❞❡s♣✐t❡ s❡①t✉♣♦❧❡s ❜❡✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♠♣r❡s✲

s♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ❛t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❡①✐t r❡♠❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ s❡①t✉♣♦❧❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ s❡①✲

t✉♣♦❧❡s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ ✹π ❞❡s✐❣♥✳ ❋✉rt❤❡r

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✹π ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❆tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❛❧t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸π ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤♦✉t s❡①t✉♣♦❧❡s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡✳

✻✳✷✳✸ ❈❖❯P▲■◆●

■t ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❜❧♦✇✲✉♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✇❛s s♦♠❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ✭xy ♦r x′y′✮ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡

xy ♦r x′y′ ♣❧❛♥❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s❦❡✇ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

r♦t❛t❡❞ 45◦ ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s x′y′ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ❜✉t t❤✐s

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ s❦❡✇ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ str❡♥❣t❤ ❛❢t❡r t❤❡

s♦❧❡♥♦✐❞✳

✻✳✷✳✹ ❙❊❈❖◆❉ ❆PP❘❖❆❈❍ ❖❋ ❙❊❳❚❯P❖▲❊❙

❖❢ t❤❡ t✇♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✽✱ t❤❡ ♦♥❡ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r

✐s ♠♦st ✐♥ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❡①t✉♣♦❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡

❛♣♣❛r❡♥t ✇❤❡♥ tr❛❝❦✐♥❣ ❛ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞❡s✐❣♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✹π ❞❡s✐❣♥✳



✽✻

❚❆❇▲❊ ✷✹✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
✭❜♦tt♦♠✮ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✸π ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✹π ✭r✐❣❤t✮ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜✉♥❝❤✳

P❛r❛♠❡t❡r ✸π ✹π ❯♥✐ts
R56 ✲✶✳✺✷ ✶✳✸✾ ♠
❉✐♣♦❧❡ ❆♥❣❧❡s ✻✵✱ ✲✶✵✽✱ ✲✶✵✽✱ ✻✵ ✹✵✱ ✲✶✽✵✱ ✶✽✵✱ ✲✹✵ ◦

❉✐♣♦❧❡ ▲❡♥❣t❤s ✵✳✽✱ ✵✳✽✱ ✵✳✽✱ ✵✳✽ ✵✳✸✺✱ ✶✳✶✱ ✶✳✶✱ ✵✳✸✺ ♠
βx ✶✽ ✶✸ ♠
βy ✸✾✻ ✺✸✷ ♠
ǫNrms,x ✵✳✼ ✵✳✻ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNrms,y ✵✳✺ ✵✳✶✻ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✵✳✹✾ ✵✳✸✾ ♠♠
σy ✶✳✾ ✶✳✸ ♠♠

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❧❛❝✐♥❣ s❡①t✉♣♦❧❡s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛t ♣♦✐♥ts ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❬✶✺❪✱ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✇❤❛t ✇❛s ❝r✐t✐❝❛❧

✇❛s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡①t✉♣♦❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧✱ t❤❡ s❡①t✉♣♦❧❡s

♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ π ♣❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✾✱ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡

✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✳ ❆❢t❡r st✉❞②✐♥❣ t❤✐s ♣❧♦t✱ ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t♦

♣r♦♣❡r❧② ♣❧❛❝❡ t❤❡ s❡①t✉♣♦❧❡s r❡q✉✐r❡s ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❖♥❡ s❡①t✉♣♦❧❡

✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐♣♦❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ t❤✐r❞

❞✐♣♦❧❡✳

❙❦❡✇ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r t♦ r❡♠♦✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❜✉t s❦❡✇

q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ♣❧❛❝❡❞ ❛t ♣♦✐♥ts ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❡r✲

s✐♦♥ ❬✽✻❪✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ s❡t str❡♥❣t❤ ♥❡❝❡ss❛r② ♦❢ t❤❡s❡ s❦❡✇ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡

❡①✐st✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✐s s♦ ❧♦✇ t❤❛t ♥♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞

t♦ ✜rst ♦r❞❡r✳

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡①t✉♣♦❧❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣

t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✐s ❛❝❤r♦♠❛t✐❝✳ ❚❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✵✱ ✇✐t❤ t❤❡

s❡❧❡❝t ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ ❜✉♥❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✺✳

✻✳✷✳✺ ❘▼❙ ❊◆❊❘●❨ ❙P❘❊❆❉ ❆◆❉ ❚❍❊ ▼❖❚■❱❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❚❍❊ ❙❊❈❖◆❉

■❚❊❘❆❚■❖◆
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❋■●✳ ✹✾✿ P❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ♣❛t❤✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r s❤♦✇♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✳

❚❆❇▲❊ ✷✺✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
✭❜♦tt♦♠✮ ❢♦r t❤❡ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
R56 ✲✷✳✶ ♠
❉✐♣♦❧❡ ❆♥❣❧❡s ✻✵✱ ✲✶✵✺✱ ✲✶✵✺✱ ✻✵ ◦

❉✐♣♦❧❡ ▲❡♥❣t❤s ✵✳✺✷✱ ✵✳✾✷✱ ✵✳✾✷✱ ✵✳✺✷ ♠
βx ✺✳✾ ♠
βy ✸✳✽ ♠
ǫNrms,x ✺✳✷ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNrms,y ✵✳✹ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✵✳✼✽ ♠♠
σy ✵✳✶✼ ♠♠
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❋■●✳ ✺✵✿ ❋❧♦♦r ♣❧❛♥ ♦❢ t❤❡ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ✇♦r❦✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧✳ ❇✉♥❝❤
❡♥t❡rs ❛t ✭✵✱✷✮✳
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❋■●✳ ✺✶✿ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ ✸π ❝♦♠♣r❡ss♦r ✇✐t❤
❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧✳



✾✵

❆s ✇❛s ♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❤❛s ❛♥ r♠s ❡♥❡r❣②

s♣r❡❛❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❢♦✉r t✐♠❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s

♥♦t ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ❜② ❝♦♠♣r❡ss♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞

✲ s♦❧❡♥♦✐❞✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✱ ❞✐♣♦❧❡✱ ♦r s❡①t✉♣♦❧❡✳

❲❤❡♥ t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❛s ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛

❢❛❝t♦r ♦❢ ✹✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♦♣t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣

t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts ✇❡r❡ t❤❛t ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤ ❡✐t❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡❞

♦r ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❛s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ❝♦♥❝❡r♥✱ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✳ ❲❤✐❧❡

❜♦t❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❧❛tt✐❝❡s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

s✉♣♣♦rt✐✈❡ ♦❢ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤✳

❊✈❡♥ ✐❢ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❛ ❜✉♥❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r♠s ❡♥❡r❣②

s♣r❡❛❞ ✇✐t❤♦✉t ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ✇❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

s♣♦t s✐③❡✱ t❤❡ ❤♦✉r❣❧❛ss ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❬✶✷❪✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛s t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❛s ❧❛r❣❡r ❜② ❛t ❧❡❛st ✺✵✪ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱

t❤❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ t❤❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤♦✉r❣❧❛ss ❡✛❡❝t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡r❡ s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t

r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤

❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✱ ❛ s❤♦rt❡r ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡

✇❛s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

✻✳✸ ❆▲P❍❆ ▼❆●◆❊❚

❆♥ ❛❧♣❤❛ ♠❛❣♥❡t ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❬✷✻❪✳ ■♥ t❤✐s

s❝❤❡♠❡✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣②✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❬✽✼❪✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❧❡ss r❡q✉✐r❡❞ ✢♦♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤✐r♣ t❤❡

❜❡❛♠ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳ ❋✐rst ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊♥❣❡✱ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♠❛❣♥❡t ✐s ❤❛❧❢ ♦❢ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡

♠❛❣♥❡t✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠✐rr♦r ♣❧❛♥❡ ❬✽✽❪✳ ❚❤✐s ♠✐rr♦r ♣❧❛♥❡ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ✏q✉❛❞r✉♣♦❧❡✲

❧✐❦❡✑ ✜❡❧❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❬✽✽❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✱ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r

t♦ t❤❡ ❢r♦♥t ♣❧❛t❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥t❡rs ❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡✳ ❲❤✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ❤❛✈❡

❞✐✛❡r❡♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✱ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①✐t ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡✳

❚❤❡s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✷✱ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ✇❤✐❝❤ ❡❛r♥❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐ts

♥❛♠❡ ❬✶✸✱✽✼❪✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥❝❡r♥s ❡①✐st ❛❜♦✉t s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♣r❡✲

s❡r✈✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❬✷✻❪✳ Pr✐♦r ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❜✉♥❝❤ ♦❢ ✷✵ ♣❈

❛t ✷✳✶✺ ▼❡❱ ❡①❤✐❜✐ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤ ❬✽✾❪✳ ❆s t❤✐s ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❜✉♥❝❤



✾✶

❋■●✳ ✺✷✿ ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❜❡❛♠ t❤r♦✉❣❤ ❛❧♣❤❛ ♠❛❣♥❡t✳

❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❣✉♥ ✇✐t❤ ✶✵ ♣❈ ❛t ∼✶✳✺ ▼❡❱✱ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥ ❛❧♣❤❛ ♠❛❣♥❡t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❣✉♥

✐s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ♦✉r s♠❛❧❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ P❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛❧♣❤❛

♠❛❣♥❡t ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❤❛s ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ∼✼✳✸ ▼❡❱✱

♠❛② r❡♠♦✈❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤ ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❢r♦♠ ❝♦♥❝❡r♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢

ǫNrms,x t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧✐♥❛❝ ❢♦r ❧❛t❡r ✈❡rs✐♦♥s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❆s ❛ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❜❡❝❛♠❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❧❛t❡r ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡

✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧♣❤❛ ♠❛❣♥❡t ✇❛s ♥♦t ♣✉rs✉❡❞✳

✻✳✹ ❙❊❈❖◆❉ ❆◆❉ ❋■◆❆▲ ❉❊❙■●◆❙

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t❧② s❤♦rt✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t

❛♥❞ s✐♠♣❧❡r ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❜✉♥❝❤

❝♦♠♣r❡ss♦r ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t

❛❧t❡r✐♥❣ ♦t❤❡r ❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❤✐r♣ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝✱

s♦♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞✳
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❋♦r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣

s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t❤❡ ❜❡♥❡✜t t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐s ♥♦t

r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❝❤❛♣t❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✷✻✱ ✷✼✱ ❛♥❞ ✷✽✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♣r❡ss♦r✱ t❤❡

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❦❡✇ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♣r❡ss♦rs ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P ❢❛❧❧ ❢❛r s❤♦rt ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❆ ❧❛r❣❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✢✉① ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧❛r❣❡r tr❛♥s✈❡rs❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡✳ ❆s t❤❡ ❤✐❣❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ✐s

t❤❡ ♠♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❈♦♠♣t♦♥ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ ✐t ✐s ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ t❤❛t

♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❛♠✳ ❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡

♣♦♦r r❡s✉❧ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❢♦r ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞

✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❧t❡r

t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❡♥❞ ♦❢ ❜❡❛♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞ t♦

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❚❆❇▲❊ ✷✻✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✸π ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✹π ✭r✐❣❤t✮
❞❡s✐❣♥s✳

P❛r❛♠❡t❡r ✸π ✹π ❯♥✐ts
βx ✺ ✽ ♠♠
βy ✸ ✻ ♠♠
ǫNrms,x ✵✳✹ ✷✵ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNrms,y ✵✳✼ ✹✺✵ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✻ ✺✻ µ♠
σy ✻ ✷✸✵ µ♠



✾✸

❚❆❇▲❊ ✷✼✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✸π ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✹π ✭r✐❣❤t✮
❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ s❦❡✇ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✳

P❛r❛♠❡t❡r ✸π ✹π ❯♥✐ts
βx ✺ ✻ ♠♠
βy ✽ ✶✶ ♠♠
ǫNrms,x ✵✳✻ ✵✳✻ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNrms,y ✵✳✸ ✶✳✹ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✼ ✾ µ♠
σy ✽ ✶✽ µ♠

❚❆❇▲❊ ✷✽✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P ❢♦r t❤❡ ✸π ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡
r❡♠♦✈❛❧✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
βx ✻ ♠♠
βy ✻ ♠♠
ǫNrms,x ✷✳✷ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNrms,y ✵✳✽ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✶✻ µ♠
σy ✶✵ µ♠



✾✹

✼✳✷ ❙❊❈❖◆❉ ■❚❊❘❆❚■❖◆

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❛r❣❡t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❋❲❍▼ ♦❢ ✸ ♣s ✐♥ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉✲

❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤✱ t❤❛t ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❤❛s ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❣❡✳ ❆ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

f(x) =
1

σ
√
2π

e−(x−µ)2/(2σ2). ✭✻✺✮

■t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❋❲❍▼ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t x =

±σ
√
2 ln 2 + µ ❬✸✽❪✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ♦♥❡ ✜♥❞s

t❤❛t ∼✼✻✪ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ∼✼✻✪ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✸ ♣s✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r♠s ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❜❡✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥

✶✳✺ ♣s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ❡①✐ts t❤❡ ❧✐♥❛❝ t♦ ♠♦✈❡

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✼✳✷✳✶ ❲■❚❍❖❯❚ ❙❖▲❊◆❖■❉

❆s t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✇❛s t♦ ♣❛ss t❤❡ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ βx ❛♥❞ βy ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✸✳ ❈❡rt❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢

t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✾✱ ✇✐t❤

t❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✹✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s st✐❧❧

❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❞❡s✐r❡❞✱ ♦♥❡ ♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ✲ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❜❡❝♦♠❡s

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡ ✇❛s t♦ ❧✐♠✐t

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳

✼✳✷✳✷ ❲■❚❍ ❙❖▲❊◆❖■❉

❚❛❦✐♥❣ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r

✐♥ t❤❡ ✜rst ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣

❢♦r t❤✐s ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ αx, αy ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ✐♥

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡s✐❣♥ ♠❛❞❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ❜❡❛♠ s✐③❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❞♦✇♥ t♦ ❛ s♠❛❧❧ s✐③❡ ❛t t❤❡



✾✺

❋■●✳ ✺✸✿ βx ❛♥❞ βy ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s✳



✾✻

❋■●✳ ✺✹✿ ❚❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ✭t♦♣ ❧❡❢t✮✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❤❛s❡
s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P
❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳



✾✼

❚❆❇▲❊ ✷✾✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♠❛❣♥❡t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❜♦tt♦♠✮ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛t t❤❡ ■P✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
▼❛①✐♠✉♠ β ✹✷✽ ♠
◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❧❡♥❣t❤ ✵✳✶ ♠
◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ str❡♥❣t❤s ✶✳✷ ✲ ✸✳✼ ❚✴♠
βx ✶✳✼ ♠♠
βy ✶✳✼ ♠♠
ǫNx,rms ✵✳✶✾ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNy,rms ✵✳✶✼ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✷✳✺ µ♠
σy ✷✳✺ µ♠
> 76% ❧♦♥❣✐t✉❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✸ ♣s
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✼✳✷✺ ❦❡❱

■P✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✺✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s βx ❛♥❞ βy ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ s✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✵✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ❛♥❞ ♣❤❛s❡

s♣❛❝❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✻✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✵✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

❳✲r❛② ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✶✳ ❲❤✐❧❡

t❤❡ ✢✉① ✐s ♥❡❛r❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥

❛ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣♦❛❧✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ❞♦❡s ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❤❛s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✇❤✐❝❤ ❡①✐t❡❞ t❤❡ ❧✐♥❛❝

♦❢ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❜❡❣✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❛

❧♦♥❣❡r ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦st ✐♥

♥❡❡❞ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✳

✼✳✸ ❋■◆❆▲ ❉❊❙■●◆

❋♦r t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✇❤✐❝❤ ❡①✐ts t❤❡ ❧✐♥❛❝ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ∼✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✇✐t❤✐♥ ✸ ♣s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❛r❣❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡

❝♦♠♣r❡ss❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛

❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ∼✷✾ ❝♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤✐r❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ■P✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ βx ❛♥❞ βy ❛r❡



✾✽

❋■●✳ ✺✺✿ βx ❛♥❞ βy ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞✱ t❤r❡❡ s❦❡✇ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✱ ❛♥❞ t❤r❡❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s✳



✾✾

❋■●✳ ✺✻✿ ❚❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ✭t♦♣ ❧❡❢t✮✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❤❛s❡
s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P
❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳



✶✵✵

❚❆❇▲❊ ✸✵✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♠❛❣♥❡t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❜♦tt♦♠✮ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ❛t t❤❡ ■P✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
▼❛①✐♠✉♠ β ✷✽✵ ♠
◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❧❡♥❣t❤ ✵✳✶ ♠
◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ str❡♥❣t❤s ✳✵✵✸✾ ✲ ✷✳✺ ❚✴♠
βx ✹✳✻ ♠♠
βy ✹✳✻ ♠♠
ǫNx,rms ✵✳✶✽ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNy,rms ✵✳✶✼ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✹ µ♠
σy ✹ µ♠
> 76% ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✸ ♣s
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✼✳✷✺ ❦❡❱

❚❆❇▲❊ ✸✶✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❳✲r❛② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss✉♠✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ✇✐t❤
s♦❧❡♥♦✐❞ ❛tt❛✐♥❡❞ ❛t ■P✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❳✲r❛② ❡♥❡r❣② ✶✷ ❦❡❱
Nγ 1.3× 106 ♣❤♦t♦♥s✴❜✉♥❝❤
❋❧✉① 1.3× 1014 ♣❤✴s
❆✈❡r❛❣❡ ❇r✐❧❧✐❛♥❝❡ 3.7× 1014 ♣❤✴✭s✲♠♠✷✲♠r❛❞✷✲✵✳✶✪❇❲✮



✶✵✶

❋■●✳ ✺✼✿ βx ❛♥❞ βy ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s✳

s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✼✳ ❈❡rt❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞

t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✷✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

t❤❛t t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣♦❛❧

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤✐s ❜❡❛♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✽✱ ❛♥❞

❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✷ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❛s❡r ❣✐✈❡♥ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✹✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✸✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❛❝t ❈♦♠♣t♦♥ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥



✶✵✷

❋■●✳ ✺✽✿ ❚❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ✭t♦♣ ❧❡❢t✮✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❤❛s❡
s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛t t❤❡ ■P
❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✳



✶✵✸

❚❆❇▲❊ ✸✷✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♠❛❣♥❡t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❜♦tt♦♠✮ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛t t❤❡ ■P✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
▼❛①✐♠✉♠ β ✶✸✷ ♠
◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❧❡♥❣t❤ ✵✳✶ ♠
◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ str❡♥❣t❤s ✶✳✸ ✲ ✸✳✻ ❚✴♠
βx ✺✳✹ ♠♠
βy ✺✳✹ ♠♠
ǫNx,rms ✵✳✶ ♠♠✲♠r❛❞
ǫNy,rms ✵✳✶✸ ♠♠✲♠r❛❞
σx ✸✳✹ µ♠
σy ✸✳✽ µ♠
> 76% ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✸ ♣s
r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✸✳✹ ❦❡❱

❚❆❇▲❊ ✸✸✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❳✲r❛② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛tt❛✐♥❡❞ ❛t
■P✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❳✲r❛② ❡♥❡r❣② ✶✷ ❦❡❱
Nγ 1.4× 106 ♣❤♦t♦♥s✴❜✉♥❝❤
❋❧✉① 1.4× 1014 ♣❤✴s
❋❧✉① ✐♥ ✵✳✶✪ ❇❲ 2.1× 1011 ♣❤✴✭s✲✵✳✶✪❇❲✮
❆✈❡r❛❣❡ ❇r✐❧❧✐❛♥❝❡ 1× 1015 ♣❤✴✭s✲♠♠✷✲♠r❛❞✷✲✵✳✶✪❇❲✮

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✹✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r❡s❡♥t❡❞

❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐s ❣r❡❛t❡r ❜② ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡

♣r♦s♣❡❝t ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡rs s❡❡❦✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♠♣❛❝t

s♦✉r❝❡✳



✶✵✹

❚❆❇▲❊ ✸✹✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❳✲r❛② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ❞❡s✐❣♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣②✱
t♦t❛❧ ✢✉①✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ✵✳✶✪ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❛♥❞ s♣♦t s✐③❡✳

Pr♦❥❡❝t ❚②♣❡ Ex ✭❦❡❱✮ P❤✴s P❤✴✭s✲♠r❛❞✷ σx ✭µ♠✮
✲♠♠✷✲✵✳✶✪❇❲✮

▲②♥❝❡❛♥ ❬✶✷✱✶✼✱✶✾❪ ❙❘ ✶✵✲✷✵ 1011 1011 ✹✺
❚❚❳ ❬✷✵❪ ❙❘ ✷✵✲✽✵ 1012 1010 ✺✵
▲❊❳● ❬✷✶❪ ❙❘ ✭❙❈✮ ✸✸ 1013 1011 ✷✵
❚❤♦♠❳ ❬✷✷❪ ❙❘ ✷✵✲✾✵ 1013 1011 ✼✵
❑❊❑ ◗❇ ❬✷✸❪ ▲✐♥❛❝ ✭❙❈✮ ✸✺ 1013 1011 ✶✵
❑❊❑ ❊❘▲ ❬✷✹❪ ▲✐♥❛❝ ✭❙❈✮ ✻✼ 1013 1011 ✸✵
◆❊❙❚❖❘ ❬✷✺❪ ❙❘ ✸✵✲✺✵✵ 1013 1012 ✼✵
▼■❚ ❬✶❪ ▲✐♥❛❝ ✶✷ 1013 1012 ✷
❖❉❯ ▲✐♥❛❝ ✭❙❈✮ ≤ ✶✷ 1014 1015 ✸



✶✵✺

❈❍❆P❚❊❘ ✽

◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❖❋ ❙❖❯❘❈❊ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊

❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛tt❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✸✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛❡

✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐t ✇❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

●❛✉ss✐❛♥✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P ❛r❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✺✾ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✵✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡

❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ●❛✉ss✐❛♥✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢♦r✲

♠✉❧❛❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛s ❛♥ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✳ ❊r✐❦ ❏♦❤♥s♦♥ ❝r❡❛t❡❞

❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥

❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

dU1

dω′
=

ǫ0c

2π

∫ 2π

0

dφ

∫ 1

cos θa

|Ẽ(ω(ω′))|2 dσ
dΩ

[

ω′

ω

dω

dω′

]

d cos θ, ✭✻✻✮

✇❤❡r❡ θa ✐s t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡✱ Ẽ ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✱ ω′ ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ω ✐s t❤❡

❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ dσ/dΩ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

dN1

dω′
=

1

~ω′

dU1

dω′
. ✭✻✼✮

❋♦r r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ♣r♦✜❧❡s✱ ❊q✳ ✭✻✻✮ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞✳ ❋♦r

❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜s❡t ♦❢ Np ♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s

♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ p = (px, py, pz)✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②

s♣❡❝tr❛ ♣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

dU

dω′
=

1

Np

Np
∑

i=1

dU1

dω′
(pi)

dN

dω′
=

1

Np

Np
∑

i=1

dN1

dω′
(pi).

✭✻✽✮
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❋■●✳ ✺✾✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥❛❧
❞❡s✐❣♥ ❛t t❤❡ ■P✳

❋■●✳ ✻✵✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛t t❤❡ ■P✳
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❋■●✳ ✻✶✿ ◆✉♠❜❡r s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣❡rt✉r❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✹✱✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✶✴✹✵γ✱
✶✴✷✵γ✱ ✸✴✷✵γ✮ ♦r ✹✽✱✼✺✻ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✶✴✶✵γ✮✳

■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t❤❡

♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ s❛♠♣❧❡ s✐③❡

♦❢ Np ♠❛❝r♦♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ 1/
√

Np✳

❋♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t ■P ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱ r❡s✉❧ts ❝♦♥✈❡r❣❡❞

✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✹✱✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✶✱

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❳✲r❛②s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣②✳

❙❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ 1/40γ ❛♣❡rt✉r❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✺✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣✐♥✲❤♦❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

B =
F0.1%

2π2σxσyθ2a
✭✻✾✮

✇❤❡r❡ F0.1% ✐s t❤❡ ✢✉① ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ ❛ ✵✳✶✪ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ θa✱ ✇✐t❤ σx

❛♥❞ σy ❜❡✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P ❬✹✵❪✳

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✸✸ ❛♥❞ ✸✺✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♥ ❳✲r❛② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s

♠❛② ♥♦t ❜❡ tr✉❡ ❢♦r ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ②✐❡❧❞ ❛♥
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❚❆❇▲❊ ✸✺✿ ❳✲r❛② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥
❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ ✶✴✹✵γ✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
❳✲r❛② ❡♥❡r❣② ✶✷✳✸ ❦❡❱
Nγ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ ✵✳✶✪ ❇❲ ✻✷✻✳ ♣❤✴✵✳✶✪❇❲
F0.1% ❋❧✉① ✐♥ ✵✳✶✪ ❇❲ 6.3× 1010 ♣❤✴✭s✲✵✳✶✪❇❲✮
B ❆✈❡r❛❣❡ ❇r✐❧❧✐❛♥❝❡ 9.4× 1014 ♣❤✴✭s✲♠♠✷✲♠r❛❞✷✲✵✳✶✪❇❲✮

❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❳✲r❛② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡

s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ❛s ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❬✹✵❪✳
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❈❍❆P❚❊❘ ✾

❙❊◆❙■❚■❱■❚❨ ❙❚❯❉■❊❙

❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ✉♣ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

s❡❝t✐♦♥s ✲ t❤❡ ♣❤❛s❡✴❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❙❘❋ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛❧❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s ❞✐✛❡rs ❛♥❞ ✇✐❧❧

❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

✾✳✶ ❙❘❋ ❈❆❱■❚❨ P❍❆❙❊ ❆◆❉ ❆▼P▲■❚❯❉❊

❋♦r t❤❡ ❣✉♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦r

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P ❤❛❞ ❝❤❛♥❣❡❞

∼✷✵✪ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✷✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

♣❤❛s❡ ♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❙❘❋ str✉❝t✉r❡s ✐s ✈❛r✐❡❞✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ❤❡❧❞

❝♦♥st❛♥t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❛❜❧❡ ✸✻ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐♥❣ ✈❛r✐❡❞✱

t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ∼✷✵✪ ❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉rs✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠

♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❆s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❙❘❋ str✉❝t✉r❡s ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡tt✐♥❣✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✻✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤✐❝❤

❝❛✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✐s ❜❡✐♥❣ ❛❞❥✉st❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❝❛✈✐t② ❛r❡ ❛❧t❡r❡❞✳

▼♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✸✽ ❛♥❞ ✸✼✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡rr♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ ■P ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✲✮ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐♠✐ts

✭✰✮ ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❛❜❧❡ ✸✻✳ ■♥ t❤❡s❡ t❛❜❧❡s✱ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ❛s ✏✵✑ r❡♣r❡s❡♥t ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❢❛❧❧

❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✵✳✶✪✳

❙♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t❛❜❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣❤❛s❡

❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❛❝✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✱ t❤❡

♥❡①t ♠♦st ❛❧t❡r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s✐③❡✱ σy✳ ■♥ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

❡♠✐tt❛♥❝❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✪ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t✳ ❖✈❡r❛❧❧✱
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❚❆❇▲❊ ✸✻✿ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❙❘❋ str✉❝t✉r❡ ❛t
✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛♥❣❡s ∼✷✵✪ ❛t t❤❡ ■P✳

❱❛r✐❡❞ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❈❤❛♥❣❡❞ ❇❡❛♠ P❛r❛♠❡t❡r
❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ●✉♥ ✲✷✳✵✪ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞

✰✵✳✻✪ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞
❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❆❧❧ ❈❛✈✐t✐❡s ✲✶✳✵✪ σy

✰✵✳✽✪ σy

P❤❛s❡ ♦❢ ●✉♥ ✲✼✳✷◦ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞
✰✶✳✷◦ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞

P❤❛s❡ ♦❢ ❆❧❧ ❈❛✈✐t✐❡s ✲✶✳✷◦ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞
✰✶✳✷◦ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞

t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡ s✉✛❡rs ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s t②♣✐❝❛❧❧②

❞✐✛❡r ♠♦r❡ ❢♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣✉♥ ♦r ✜rst t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡

✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ❡♠✐tt❛♥❝❡

✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✐t ✐s s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ ❢♦r

❡✐t❤❡r ♣❤❛s❡ ♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✵✳✷✪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣✉♥ ♦r ✜rst ❝❛✈✐t②✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛♥❣❡s ♠♦r❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧t❡r❡❞ ✷✵✪✱ t❤❡

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥❧② r❛r❡❧② ❡①❝❡❡❞s ✺✪ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ ❣✉♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✮

❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t✳

✾✳✷ ▼■❙❆▲■●◆▼❊◆❚

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥

t❤❡ s②st❡♠ ✲ ✐❢ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s ♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐❞❡❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❧❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛①✐s ✭tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t✮ ♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧

♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

✇❤✐❧❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❧ ♦t❤❡rs ❛t t❤❡✐r ✐❞❡❛❧ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞✐❡s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❛❦❡ ❛

❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❡❛❝❤

❛s♣❡❝t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✲ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛✈✐t②✱ s♦♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ x✱ y✱ ❛♥❞ z

❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❙♦ ❢♦r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡

❧✐♥❛❝✱ t✇❡❧✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❊❛❝❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
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❚❆❇▲❊ ✸✼✿ P❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ■P ❢♦r ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❘❋ str✉❝t✉r❡s✳

❙❘❋ ❙tr✉❝t✉r❡ ǫNx,rms σx ǫNy,rms σy σz Ekin ∆Ekin

●✉♥ ✲ ✵✳✷ ✵✳✾ ✷ ✷ ✶✺ ✵ ✷✵
✰ ✷ ✺ ✸ ✼ ✺ ✵ ✷✵

❋✐rst ❈❛✈✐t② ✲ ✷ ✶ ✷ ✷✵ ✸ ✵✳✷ ✵✳✻
✰ ✶ ✺ ✷ ✷✵ ✷ ✵✳✷ ✵✳✶

❙❡❝♦♥❞ ❈❛✈✐t② ✲ ✵✳✸ ✵✳✶ ✵✳✸ ✷✵ ✵✳✺ ✵✳✷ ✵
✰ ✵✳✷ ✷ ✵✳✷ ✷✵ ✵✳✹ ✵✳✷ ✵

❚❤✐r❞ ❈❛✈✐t② ✲ ✵ ✵✳✹ ✵ ✷✵ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✽
✰ ✵ ✷ ✵ ✷✵ ✵ ✵✳✷ ✵✳✻

❋✐♥❛❧ ❈❛✈✐t② ✲ ✵ ✶ ✵ ✷✵ ✵ ✵✳✷ ✵✳✽
✰ ✵ ✷ ✵ ✷✵ ✵ ✵✳✷ ✵✳✻

❚❆❇▲❊ ✸✽✿ P❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ■P ❢♦r ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❘❋ str✉❝t✉r❡s✳

❙❘❋ ❙tr✉❝t✉r❡ ǫNx,rms σx ǫNy,rms σy σz Ekin ∆Ekin

●✉♥ ✲ ✶ ✹ ✵✳✹ ✸ ✶✵ ✵ ✷✵
✰ ✵✳✽ ✷ ✷ ✸ ✺ ✵ ✷✵

❋✐rst ❈❛✈✐t② ✲ ✵ ✵✳✼ ✵✳✻ ✶✳✹ ✵✳✺ ✵ ✷✵
✰ ✵ ✵✳✾ ✵✳✻ ✷ ✵✳✺ ✵ ✷✵

❙❡❝♦♥❞ ❈❛✈✐t② ✲ ✵ ✵✳✷ ✵ ✵ ✵ ✵ ✷✵
✰ ✵ ✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵ ✵ ✷✵

❚❤✐r❞ ❈❛✈✐t② ✲ ✵ ✵✳✷ ✵ ✵✳✹ ✵ ✵ ✷✵
✰ ✵ ✵✳✹ ✵✳✶ ✷ ✵ ✵ ✷✵

❋✐♥❛❧ ❈❛✈✐t② ✲ ✵ ✵ ✵ ✵✳✸ ✵ ✵ ✷✵
✰ ✵ ✵✳✸ ✵✳✶ ✷ ✵ ✵ ✷✵
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❚❆❇▲❊ ✸✾✿ ❚❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡rr♦r ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r
❝❤❛♥❣❡s ❜② ∼✷✵✪✳

❚②♣❡ ♦❢ ▼✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❈❤❛♥❣❡❞ ❇❡❛♠ P❛r❛♠❡t❡r
❈❛✈✐t✐❡s✱ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✺✵✵ µ♠ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞
▼❛❣♥❡ts✱ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✸✵✵ µ♠ ❱❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ s✐③❡✱ σy

❚❆❇▲❊ ✹✵✿ P❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ■P ❢♦r tr✐❛❧s ❛t ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛✈✐t✐❡s✳

❚r✐❛❧ ǫNx,rms σx ǫNy,rms σy σz Ekin ∆Ekin

✶ ✵ ✵ ✵ ✵✳✷ ✵ ✵ ✵
✷ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✹ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵ ✷
✸ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✸ ✵✳✺ ✵✳✺ ✵ ✸
✹ ✵✳✶ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵ ✼
✺ ✵ ✵ ✵✳✷ ✵ ✵✳✷ ✵ ✺
✻ ✵✳✸ ✵✳✺ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✺ ✵ ✺
✼ ✵ ✵✳✷ ✵ ✵✳✸ ✵✳✷ ✵ ✹
✽ ✵ ✵ ✵✳✶ ✵ ✵ ✵ ✶✸
✾ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵✳✹
✶✵ ✵✳✷ ✵✳✺ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵ ✷
✶✶ ✵ ✵ ✵ ✵✳✷ ✵ ✵ ✻
✶✷ ✵ ✵✳✸ ✵ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵ ✽

♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡ ■P ❞✐✛❡r ❜② ∼✷✵✪ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✷ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s

❜❡✐♥❣ s♦✉❣❤t ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ❢❡✇❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥s ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❤♦✇ ❡rr♦rs ✐♥ ❛ s②st❡♠ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

❚❤❡ s✉♠♠❛r② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✾✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦

❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✲ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❡r✲

t✉r❜❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t✱ ✶✷ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r✉♥✳ ■♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❧♦❝❛❧✱

♥♦t ❣❧♦❜❛❧ ✲ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥

❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
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❋■●✳ ✻✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ σy ❢♦r ✶✵✵ r✉♥s ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✸✵✵ µ♠✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ tr✐❛❧s ❢♦r t❤❡ ✺✵✵ µ♠ ✭✵✳✺ ♠♠✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✵✳ ❚❤❡

❧✐♠✐t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡ ■P ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛♥❣❡❞

s♦ ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❛s t♦ ❜❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♦♥❧②

✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t t♦ ✺ ♠♠ t❤❛t ❛♥♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r

❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P

r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵✳✻✪ t♦ ✶✼✪✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ s✉✛❡rs ❡①❝❡❡❞✐♥❣❧②✳

❆s t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✱ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st

❜❡❛♠ s✐③❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❧❛tt✐❝❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P✳ ❋♦r ✶✵✵ r✉♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ σy

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ■P ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✷✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ∼✷✵✪✱

t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛t t❤❡ ■P ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s

♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✪ ❢♦r ❛♥② r✉♥✳
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❈❍❆P❚❊❘ ✶✵

❋■◆❆▲ ❉❊❙■●◆

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ❛s ❛ s✉♠♠❛r②✳ ❆❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✸✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♦❧✐♥❣✱

♣♦✇❡r✱ ♦r t❤❡ ❞r✐✈❡ ❧❛s❡r✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✹✶✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✷✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✇❤❡♥

✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✱ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛s

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙✉♣❡r✜s❤✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❤❛s ♥♦t ✈❛r✐❡❞✱ t❤♦✉❣❤

t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✸✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠✱

❛♥❞ ♣❤❛s❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣✉♥✳ ❋✐rst s♣♦❦❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦

t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦❦❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛✈✐t②✳ ❘❋ ♣❤❛s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ s♦

t❤❛t ❛♥ ❘❋ ♣❤❛s❡ ♦❢ 0◦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✹✳ P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t str❡♥❣t❤

❛r❡ ❧✐st❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✳ P♦s✐t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡st

s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❤♦❧❞❡r✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ st❛♥❞ ♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❝❧♦s❡st s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❊❛❝❤ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡t

❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵ ❝♠✳
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❋■●✳ ✻✸✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❝r②♦♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥❡s t❤❡ ❣✉♥
❛♥❞ t✇♦ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s✳ ❚❤r❡❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡ts ✭r❡❞✮ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧✐♥❛❝✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭②❡❧❧♦✇✮✳

❚❆❇▲❊ ✹✶✿ ❋✐♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ◗✉❛♥t✐t② ❯♥✐ts
▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P❧❛t❡❛✉
❇✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✹✳✺ ♣s
❘✐s❡ t✐♠❡ ✶✳✶✷✺ ♣s
❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❯♥✐❢♦r♠
r♠s ❜✉♥❝❤ r❛❞✐✉s ✶ ♠♠
■♥✐t✐❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✵ ♠r❛❞
❇✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ✶✵ ♣❈
■♥✐t✐❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✶ ❦❡❱
pz ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ■s♦tr♦♣✐❝
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❚❆❇▲❊ ✹✷✿ ▲✐st ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr②✳

P❛r❛♠❡t❡r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❱❛❧✉❡ ❯♥✐ts
Rcav ❘❛❞✐✉s ♦❢ ❣✉♥ ✶✸✹✳✷✹ ♠♠
Rcathode ❘❛❞✐✉s ♦❢ ❝❛t❤♦❞❡ ❤♦❧❞❡r t✐♣ ✹✳ ♠♠
Rpipe ❘❛❞✐✉s ♦❢ ❡①✐t✐♥❣ ❜❡❛♠ ♣✐♣❡ ✶✵✳ ♠♠
Rentrance ❘❛❞✐✉s ♦❢ ❡♥tr❛♥❝❡ ✐♥ ♥♦s❡❝♦♥❡ ✻✳ ♠♠
xE ❉✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❝❛t❤♦❞❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ✹✳ ♠♠
yE y✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♥♦s❡❝♦♥❡ ✶✵✳ ♠♠

✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❛♥❣❡♥t
α ❆♥❣❧❡ ♦❢ ♥♦s❡❝♦♥❡ ✶✸ ◦

lfin ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥ t✐♣ ❛♥❞ ✶✷✼✳✾✺ ♠♠
❝❛t❤♦❞❡ t✐♣

hfin ▼❛①✐♠✉♠ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✜♥ ✺✷✳✼✸✹ ♠♠
lgap ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ xE ❛♥❞ ✻✵✳ ♠♠

x✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ yE2

lrec ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✸✵✳ ♠♠
♦♥ ❡①✐t ❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❛♥❣❡♥t

yE2 y✲♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♥❡❛r❡st ❜❡❛♠ ♣✐♣❡ ✶✺✳ ♠♠
✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❛♥❣❡♥t

❚❆❇▲❊ ✹✸✿

❙tr✉❝t✉r❡ P♦s✐t✐♦♥ ✭♠✮ ❋✐rst ❙♣♦❦❡ ❇❡❛♠ ❊♥❡r❣② P❤❛s❡ ✭◦✮ ❘❋ P❤❛s❡ ✭◦✮
❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ●❛✐♥ ✭▼❡❱✮

❙❘❋ ●✉♥ ✵ ✲ ✶✳✺✶ ✶✹✼✳✺✽✸ ✵
❋✐rst ❈❛✈✐t② ✵✳✻✶✾✺ ❱❡rt✐❝❛❧ ✺✳✽✼✷✺ ✸✷✺✳✾✺ ✵
❙❡❝♦♥❞ ❈❛✈✐t② ✶✳✻✽✸✺ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ✺✳✽✼✷✺ ✷✷✺✳✸✵✺ ✵
❚❤✐r❞ ❈❛✈✐t② ✸✳✵✷✼✺ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ✺✳✽✼✷✺ ✶✸✸✳✼✷✹ ✲✸✳✺
❋♦✉rt❤ ❈❛✈✐t② ✹✳✵✾✶✺ ❱❡rt✐❝❛❧ ✺✳✽✼✷✺ ✸✹✳✻✺✹ ✲✸✳✺

❚❆❇▲❊ ✹✹✿

❙tr✉❝t✉r❡ P♦s✐t✐♦♥ ✭♠✮ ❙tr❡❣♥t❤ ✭❚✴♠✮
❋✐rst ◗✉❛❞ ✺✳✵ ✶✳✷✻✼
❙❡❝♦♥❞ ◗✉❛❞ ✺✳✸✻✾✺ ✲✸✳✺✸✸
❚❤✐r❞ ◗✉❛❞ ✺✳✺✼✺✽ ✸✳✺✺✽
■♥t❡r❛❝t✐♦♥ P♦✐♥t ✺✳✾✼✷✾ ✲
❙t❛♥❞ ♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✷✾✼ ✲
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❈❍❆P❚❊❘ ✶✶

❙❯▼▼❆❘❨

❚❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ■♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ▲✐❣❤t ❙♦✉r❝❡ ✭■❈▲❙✮ ❛r❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥

❜❡❛♠ ❛♥❞ ❛ ❧❛s❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❳✲r❛②s ♦r ❣❛♠♠❛✲r❛②s✳ ❆t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱

s✉❝❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ✸rd ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ s✐❣♥✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❈♦♠♣❛❝t ■♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ▲✐❣❤t ❙♦✉r❝❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts q✉❛❧✐t② ✲

❡♥❡r❣②✱ ✢✉①✱ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡✳ ❆t ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉①

❛♥❞ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❧❛❜✲s❝❛❧❡ s♦✉r❝❡

❛♥❞ t❤❡ ✢✉① ❛♥❞ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❢❛❝✐❧✐t② ❜② s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥

❢r♦♠ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t♦r✳ ❈♦♠♣❛❝t ■♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ▲✐❣❤t ❙♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❛t

❞✐✈✐❞❡✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✉♣♦♥ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ s♦✉r❝❡s ✇❤✐❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥ ❝♦st ❛♥❞ ❡❛s❡ ♦❢ ❛❝❝❡ss t❤❛♥ ❧❛r❣❡ ❢❛❝✐❧✐t② s♦✉r❝❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥

t②♣✐❝❛❧ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ s♦✉r❝❡s✱ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣❛❝t s♦✉r❝❡ ❞❡s✐❣♥s ❧❡❛✈❡ ♠✉❝❤ r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❳✲r❛② ❜❡❛♠s✳

❚❤❡ ❈♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ❞❡s✐❣♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❛❝t s♦✉r❝❡s t♦ ❞❛t❡✱ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ♦❢ q✉❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t❤❛♥ ❡✈❡r t♦ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦

❜❡❛♠s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❝✇ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣

r❢ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❢♦❝✉s❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❆t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ s♣♦t s✐③❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♠s ❡♠✐t✲

t❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✢✉① ❛♥❞ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡

✉❧tr❛✲❧♦✇ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜② ❛ ❧♦✇ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ s♦

t❤❡ ❳✲r❛② ✢✉① ✐s ♥♦t ❛❞✈❡rs❡❧② ❛✛❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

❡♠✐tt❛♥❝❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❧♦♥❣ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ✉s❡❞

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤ ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦♥❣ ❜✉♥❝❤ r❡s✉❧ts

✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✱ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ ❳✲r❛② ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ s✉✛❡rs✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ ❜✉♥❝❤

❧❡♥❣t❤ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❛ ❝♦♠♣r❡ss♦r✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s

❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❡①❛❝❡r❜❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ r♠s ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✳ ❆t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱
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t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛❞ ♥❡✐t❤❡r ❛ s♠❛❧❧ s♣♦t s✐③❡ ♥♦r s♠❛❧❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢❛r ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r ❜✉♥❝❤ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s♠❛❧❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❤❛❞ ❛ s♣♦t s✐③❡

t✇✐❝❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣✉♥ ❞❡s✐❣♥ ✇❛s ❛❧t❡r❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❝❛♣❛❜❧②

♠✐t✐❣❛t❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤ ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤

♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s r❡q✉✐r❡❞ ❝❤✐r♣❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ r♠s

❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✉♥❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❞✐✣❝✉❧t② ✇✐t❤ ❛ ❡①tr❡♠❡❧② s❤♦rt ❜✉♥❝❤ ✐s t❤❛t

❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✇❛s st✐❧❧ ✻✵✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❞❡s✐r❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤

❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❛s s❤♦rt❡r t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ ■P✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢

❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡r tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ ❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞

❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ str❡♥❣t❤✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✉♥❝❤ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✉♥♠❛t❝❤❡❞

✐♥ q✉❛❧✐t② ❜② ♦t❤❡r ❈♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡s❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡

❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s t❤❡

❡♠✐tt❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❜② ❘❋ ❢♦❝✉s✐♥❣✳ ❇② ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❣✉♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡

❝♦rr❡❝t ❘❋ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✉♥❝❤✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❜✉♥❝❤❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

tr❛♥s✈❡rs❡ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡s✳ ❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡✱ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ tr❛♥s✲

✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐s

♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❜✉♥❝❤ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱

❜✉t ✐s st✐❧❧ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r

❜② t❤❡ ❘❋ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆♥♦t❤❡r ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❛❦✐♥❣

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡

❧✐♥❛❝ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❢❛✐r❧② r♦✉♥❞ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❛❝✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

r♦✉♥❞ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ❡①✐t t♦ t❤❡ ❧✐♥❛❝ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❜✉♥❝❤ t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❢♦❝✉s❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛ s♠❛❧❧

s♣♦t s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♥s✳

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ✇❤✐❝❤✱

✇❤❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ ♦✛ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❧✐t② ✉♥✲

♠❛t❝❤❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r ❈♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ❞❡s❣✐♥s✳ ❆t ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡

t♦ ✜♥❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❢❛❝✐❧✐t② ✐s ❛ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ s♦✉r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛s ❛ ✢✉① ♦❢ ❛t

♠♦st ∼1013 ♣❤✴s ❛♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ∼109 ♣❤✴✭s✲♠♠2✲♠r❛❞2✲✵✳✶✪❇❲✮✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢

❳✲r❛② s♦✉r❝❡s ❢♦✉♥❞ ❛t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❆P❙✱ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ✢✉① ❜✉t ❛ ♠✉❝❤



✶✶✾

❤✐❣❤❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ∼1019 ♣❤✴✭s✲♠♠2✲♠r❛❞2✲✵✳✶✪❇❲✮✳ ❖t❤❡r ❝♦♠♣❛❝t ❞❡s✐❣♥s ❞♦

♥♦t ♦✛❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❜❡❛♠ ✢✉① ❛♥❞ ♦✛❡r ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛✈❡r❛❣❡

❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ s✉❝❤ ❞❡s✐❣♥s ♦✛❡r ✐s ∼1012 ♣❤✴✭s✲♠♠2✲♠r❛❞2✲✵✳✶✪❇❲✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t

r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡

❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❤❛s ❛ ✢✉① ❛t ∼1014 ♣❤✴s ❛♥❞ ❛♥

❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ∼1015 ♣❤✴✭s✲♠♠2✲♠r❛❞2✲✵✳✶✪❇❲✮✳ ❚❤✐s ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐❢✲

✐❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ❜♦t❤ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❛❝t s♦✉r❝❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥

♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ❜❡❛♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦✉ts✐❞❡

♦❢ ❧❛r❣❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳

❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❈♦♠♣❛❝t ■❈▲❙ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ✇♦r❧❞✲❝❧❛ss ❳✲r❛②

❜❡❛♠✱ s♦♠❡ ✇♦r❦ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❇❡❢♦r❡ t❤✐s s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❛♥❞ t❡st❡❞✱ t❤❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆ ❧❛s❡r ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢

✶ ▼❲ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ❜✉t s✉❝❤ ❛ ❧❛s❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ❡①✐st✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱

t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦❢ t❤♦s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ✜❡❧❞ ✐s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❧❛s❡r ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❜✉t ✉♥t✐❧ ♥♦✇ t❤❡r❡

❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛ ✉s❡ ❢♦r ✐t✳ ❆t ♣r❡s❡♥t✱ ❤✐❣❤ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❧❛s❡rs ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❤❛✈❡

❛ ♣♦✇❡r ♦❢ ∼✶✵✵ ❦❲✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s

❞❡s✐❣♥✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r ✇✐t❤ t❤✐s ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ♣♦✇❡r ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✢✉① ❛♥❞ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❜② ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥s✱ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝❛♥

❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✳ ❙♦♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❣✉♥

❣❡♦♠❡tr② ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ❜✉t t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♥♦t ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❆❧t❡r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❣✉♥ s❤❛♣❡ ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❤♦❧❞❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦s❡❝♦♥❡✱ t♦ s❤❛♣❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❣r♦✇t❤ ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡

❝❤❛r❣❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣✉♥ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❛❞✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ ✐s ♥❡❛r t❤❡ ❡①✐t ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣✉♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❧t❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r

tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠✳

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ✇❤❡♥

♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣✉♥ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❤❛♣❡✱ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛♥❞

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ ❤✐❣❤❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡✳ P♦ss✐❜❧❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤ t♦ ❝❤❛♥❣❡

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r♠s s♣♦t s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r♠s ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♦✛ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

♦❢ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❜✉♥❝❤ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t
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❛t t❤❡ ■P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡

♦♥❡ ✇❛② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠✱ ✐❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛

s♠❛❧❧ s♣♦t s✐③❡ ❛t t❤❡ ■P✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✢✉① ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡✱

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♦r ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳
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❚❡①❛s✱ ❯❙❆ ✭■❊❊❊✱ ✶✾✾✻✮✳
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❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ❖❧❞ ❉♦♠✐♥✐♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✶✺✳
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❬✽✶❪ ❈✳ ❙✳ ❍♦♣♣❡r ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❉❡❧❛②❡♥✱ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s♣♦❦❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❢♦r ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t②

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❙❚ ❆❝❝❡❧✳ ❇❡❛♠s ✶✻✱ ✶✵✷✵✵✶ ✭✷✵✶✸✮✳

❬✽✷❪ ❈✳ ❙✳ ❍♦♣♣❡r✱ ❑✳ ❉❡✐tr✐❝❦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❉❡❧❛②❡♥✱ ●❡♦♠❡tr② ❊✛❡❝ts ♦♥ ▼✉❧t✐♣♦❧❡ ❈♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❇❡❛♠ ❖♣t✐❝s ✐♥ ❍✐❣❤✲❱❡❧♦❝✐t② ▼✉❧t✐✲❙♣♦❦❡ ❈❛✈✐t✐❡s✱ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢

t❤❡ ✷✵✶✸ ◆♦rt❤ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❛rt✐❝❧❡ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦r ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ P❛s❛❞❡♥❛✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱

❯❙❆ ✭✷✵✶✸✮✱ ♣✳ ✽✻✽✳

❬✽✸❪ ❇✳ ❘✳ P✳ ●❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❚✳ ❙❛t♦❣❛t❛✱ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❇✉♥❝❤ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛ ❈♦♠♣❛❝t

■♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ ❙♦✉r❝❡✱ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✸ ◆♦rt❤ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❛rt✐❝❧❡ ❆❝✲

❝❡❧❡r❛t♦r ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ P❛s❛❞❡♥❛✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❯❙❆ ✭✷✵✶✸✮✱ ♣✳ ✶✸✹✻✳

❬✽✹❪ ❘✳ ❏✳ ❊♥❣❧❛♥❞✱ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❙❤❛♣✐♥❣ ♦❢ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❇✉♥❝❤❡s ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥s ●❡♥❡r❛t❡❞

❜② ❛♥ ❘❋ P❤♦t♦✐♥❥❡❝t♦r✱ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥❛✐ ▲♦s ❆♥❣❡❧❡s ✭✷✵✵✸✮✳

❬✽✺❪ ▼✳ ❇♦r❧❛♥❞ ✭♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮✳

❬✽✻❪ ❙✳ ❨✳ ▲❡❡✱ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦r P❤②s✐❝s ✭❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ P✉❜✳✱ ✷✵✵✹✮✳

❬✽✼❪ ▼✳ ❇♦r❧❛♥❞✱ ❆ ❍✐❣❤✲❇r✐❣❤t♥❡ss ❚❤❡r♠✐♦♥✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❊❧❡❝tr♦♥ ●✉♥✱ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱

❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✭✶✾✾✶✮✳

❬✽✽❪ ❍✳ ❆✳ ❊♥❣❡✱ ❆❝❤r♦♠❛t✐❝ ▼❛❣♥❡t✐❝ ▼✐rr♦r ❢♦r ■♦♥ ❇❡❛♠s✱ ❘❡✈✳ ❙❝✐✳ ■♥str✉♠✳ ✸✹✱ ✸✽✺

✭✶✾✻✸✮✳

❬✽✾❪ ❍✳ ❍❛♠❛✱ ❋✳ ❍✐♥♦❞❡✱ ❑✳ ❑❛s❛♠s♦♦❦✱ ▼✳ ❑❛✇❛✐✱ ❑✳ ◆❛♥❜✉✱ ▼✳ ❨❛s✉❞❛✱ ❙♣❛❝❡ ❈❤❛r❣❡

❊✛❡❝t ❢♦r ❙❤♦rt ❊❧❡❝tr♦♥ ❇✉♥❝❤❡s ✐♥ ❛♥ ❆❧♣❤❛ ▼❛❣♥❡t✱ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✵t❤

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❋r❡❡ ❊❧❡❝tr♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ●②❡♦♥❣❥✉✱ ❑♦r❡❛ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣✳ ✸✵✺✳
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■◆P❯❚✴❖❯❚P❯❚ ❋■❊▲❉ ❋❖❘▼❆❚❙

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ❛ ❣r✐❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ❤❛✈❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ x✱ y✱ ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s

❤❛✈❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ r ❛♥❞ z ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ a✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞

♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ◆❛✳ ❆♥② ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ a ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ai✱ ✇❤❡r❡ i ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ◆❛✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

ai < ai+1 ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ i ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ◆❛✲✶✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✹ ❢♦r

❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞✱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ s❤♦✇♥✳

❆✳✶ ■◆P❯❚✴❖❯❚P❯❚ ❋❖❘▼❆❚❙ ❖❋ ❊▼ ❋■❊▲❉❙

❆✳✶✳✶ ❖❯❚P❯❚ ❋❖❘▼❆❚ ❖❋ ❊▼ ❋■❊▲❉❙ ❋❘❖▼ ❈❙❚ ▼■❈❘❖❲❆❱❊ ❙❚❯✲

❉■❖

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ ❈❙❚ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❙t✉❞✐♦ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✜❧❡s✱ ♦♥❡

❢♦r t❤❡ E ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ H ✜❡❧❞✳ ❚❤❡s❡ ✜❧❡s ❛r❡ t❛❜✲s❡♣❛r❛t❡❞ t❡①t ✜❧❡s✱ ✇✐t❤ ✉s❡r✲

❞❡✜♥❡❞ ♥❛♠❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❧❡ ❧❛❜❡❧s ❡❛❝❤ t❛❜✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❝♦❧✉♠♥ ✇❤✐❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣

t❤❡ ✉♥✐ts ✉s❡❞ ✐♥ ❬ ❪✱ s✉❝❤ ❛s ① ❬♠♠❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ✏✲ ✲ ✲ ✲✑✱ s✐♠♣❧② ❛ s❡♣❛r❛t♦r

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r♦✇ ❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t

❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❛t r♦✇✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥

❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛ts ♦❢ t❤❡ E

❛♥❞ H ✜❡❧❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✹✺ ❛♥❞ ✹✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆✳✶✳✷ ❖❯❚P❯❚ ❋❖❘▼❆❚ ❖❋ ❊▼ ❋■❊▲❉❙ ❋❘❖▼ ❙❯P❊❘❋■❙❍

❊▼ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❙❋✼✱ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❙✉♣❡r✜s❤ ❋✐❡❧❞ ■♥t❡r♣♦❧❛t♦r✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦✉t♣✉t ♦♥ ❛

❧✐♥❡✱ ❛r❝✱ ♦r ❣r✐❞ ✲ t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② t❤❡ ❣r✐❞ ♦♣t✐♦♥ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❤❡r❡✳ ❇❡❢♦r❡ r✉♥♥✐♥❣ ❙❋✼✱ ✐t ✐s

s✉❣❣❡st❡❞ t♦ r✉♥ ❙❋❖✱ t❤❡ ♣♦st♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❧❡❢t ✉♣ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡

♦✉t♣✉t ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ✏❖❯❚❙❋✼✳❚❳❚✑✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞✐♥❣

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ✈❛❧✉❡s✿ ❩♠✐♥✱ ❘♠✐♥✱ ❩♠❛①✱ ❛♥❞ ❘♠❛①✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤
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❚❆❇▲❊ ✹✼✿ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛t ❢r♦♠ ❙❋✼ ✭❙✉♣❡r✜s❤✮ ❢♦r ❊▼ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✳

❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❢♦r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛r❡❛ ✇✐t❤ ❝♦r♥❡rs ❛t✿
✭❩♠✐♥✱❘♠✐♥✮ ❂ ✭z1✱r1✮
✭❩♠❛①✱❘♠❛①✮ ❂ ✭zNz✱rNr✮
❩ ❛♥❞ ❘ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✿ Nz− 1 Nr− 1

❩ ❘ ❊③ ❊r |❊| ❍
✭❝♠✮ ✭❝♠✮ ✭▼❱✴♠✮ ✭▼❱✴♠✮ ✭▼❱✴♠✮ ✭❆✴♠✮
z1 r1 Ez Er |E| Hθ

z2 r1 Ez Er |E| Hθ

✳
✳
✳
zNz r1 Ez Er |E| Hθ

z1 r2 Ez Er |E| Hθ

z2 r2 Ez Er |E| Hθ

✳
✳
✳
zNz r2 Ez Er |E| Hθ

✳
✳
✳
zNz rNr Ez Er |E| Hθ
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❋■●✳ ✻✹✿ ●r✐❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✼ st❛rts ❛t ❧✐♥❡ ✷✼ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡✱ ♣r❡❝❡❡❞❡❞ ❜②

❝♦♣②r✐❣❤t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❧❡ t❤✐s ♦✉t♣✉t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳

❆✳✶✳✸ ■◆P❯❚ ❋❖❘▼❆❚ ❖❋ ❊▼ ❋■❊▲❉❙ ❋❖❘ ❆❙❚❘❆

❙✐① ✜❧❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✸❉ ✜❡❧❞ ♠❛♣✳ ❚❤❡s❡ ✜❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤

♠✉st ❤❛✈❡ ❵✸❉✬ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ✏✸❉❴❈❛✈✐t②✑ ♦r

✏❚▼❴✸❉✑✳ ❚❤❡ s✐① ✜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✳❡①✱ ✳❡②✱ ✳❡③✱ ✳❜①✱ ✳❜②✱ ❛♥❞ ✳❜③✳ ❚❤❡ s✐① ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

✭Ex✱ Ey✱ Ez✱ Bx✱ By✱ ❛♥❞ Bz✮ ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

❚❤❡ ❣r✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠❡t❡rs ✭♠✮✱ t❤❡ E ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ✈♦❧ts ♣❡r ♠❡t❡r ✭❱✴♠✮✱

❛♥❞ t❤❡ B ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❡s❧❛s ✭❚✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t ♦❢ t❤❡s❡ ✜❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✽✱

✇✐t❤ F(xi, yj, zk) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛t t❤❡ ❣r✐❞

♣♦✐♥t (xi, yj, zk)✳

❆✳✶✳✹ ■◆P❯❚ ❋❖❘▼❆❚ ❖❋ ❊▼ ❋■❊▲❉❙ ❋❖❘ ■▼P❆❈❚✲❚

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ❢♦r♠❛ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ✲ ♦♥❡ ❢♦r ❛ ✸❉ ❊▼ ✜❡❧❞ ✭❈❛rt❡s✐❛♥✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r

❛ ✷❉ ❊▼ ✜❡❧❞ ✭❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✮✳ ❋♦r ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥

s✉❜s❡q✉❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥✐ts ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✜❡❧❞ ✲ ✷❉ ♦r ✸❉✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢♦r♠❛t ❢♦r ❛ ✸❉ ✜❡❧❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✾✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t

♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♠❡t❡rs ✭♠✮✱ t❤❡ E ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ✈♦❧ts ♣❡r ♠❡t❡r ✭❱✴♠✮✱
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❚❆❇▲❊ ✹✽✿ ❊▼ ✜❡❧❞ ✜❧❡ ❢♦r♠❛t ❢♦r ❆str❛ ✐♥♣✉t✳

Nx x1 x2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ xNx−1 xNx

Ny y1 y2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ yNy−1 yNy

Nz z1 z2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ zNz−1 zNz

F(x1, y1, z1) F(x2, y1, z1) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ F(xNx, y1, z1)
F(x1, y2, z1) F(x2, y2, z1) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ F(xNx, y2, z1)
✳
✳
✳
F(x1, yNy, z1) F(x2, yNy, z1) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ F(xNx, yNy, z1)
F(x1, y1, z2) F(x2, y1, z2) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ F(xNx, y1, z2)
F(x1, y2, z2) F(x2, y2, z2) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ F(xNx, y2, z2)
✳
✳
✳
F(x1, yNy, z2) F(x2, yNy, z2) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ F(xNx, yNy, z2)
F(x1, y1, z3) F(x2, y1, z3) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ F(xNx, y1, z3)
✳
✳
✳
F(x1, yNy, zNz) F(x2, yNy, zNz) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ F(xNx, yNy, zNz)
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❛♥❞ B ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❡s❧❛s ✭❚✮✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ❢♦r♠❛t ❢♦r ❛ ✷❉ ✜❡❧❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✵✳

❚❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs ✭❝♠✮✱ t❤❡ E ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥

♠❡❣❛✈♦❧ts ♣❡r ♠❡t❡r ✭▼❱✴♠✮✱ t❤❡ H ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ❛♠♣❡r❡s ♣❡r ♠❡t❡r ✭❆✴♠✮✳

❆✳✷ P❨❚❍❖◆ ❈❖❉❊❙ ❚❖ ❚❘❆◆❙▲❆❚❊ ❖❯❚P❯❚ ❚❖ ■◆P❯❚

❋❖❘▼❆❚

❆✳✷✳✶ P❨❚❍❖◆ ❈❖❉❊ ❚❖ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼ ❈❙❚ ▼■❈❘❖❲❆❱❊ ❙❚❯❉■❖ ❖❯❚✲

P❯❚ ❚❖ ❆❙❚❘❆ ■◆P❯❚

✐♠♣♦rt ♠❛t❤

❞❡❢ ♠❛♣✭ ❢ ✐ ❧❡◆❛♠❡ ✱ t②♣❡ ✮ ✿

✐♥♣✉t ❂ ❢ ✐ ❧ ❡ ✭ ❢ ✐ ❧❡◆❛♠❡ ✱ ✬ r ✬ ✮

♦✉t♣✉t① ❂ ♦♣❡♥✭ ✧❚▼❴✸❉✳ ✧ ✰ t②♣❡ ✰ ✧①✧ ✱ ✬✇ ✬ ✮

♦✉t♣✉t② ❂ ♦♣❡♥✭ ✧❚▼❴✸❉✳ ✧ ✰ t②♣❡ ✰ ✧②✧ ✱ ✬✇ ✬ ✮

♦✉t♣✉t③ ❂ ♦♣❡♥✭ ✧❚▼❴✸❉✳ ✧ ✰ t②♣❡ ✰ ✧③✧ ✱ ✬✇ ✬ ✮

✐ ❢ t②♣❡ ❂❂ ✬ ❡ ✬ ✿

❛ ❂ ✸

♠✉ ❂ ✶✳✵

❡❧s❡ ✿

❛ ❂ ✻

♠✉ ❂ ✹✳✵✯♠❛t❤ ✳ ♣ ✐ ✯♠❛t❤ ✳♣♦✇✭✶✵✳✵ ✱−✼✮

❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ❂ ④⑥

① ❂ ❬ ❪

② ❂ ❬ ❪

③ ❂ ❬ ❪

★●❡t r ✐ ❞ ♦ ❢ ❤❡❛❞❡rs

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

★r❡❛❞ ✐♥ ❝♦♦r❞ ✐♥❛ t ❡ s ❛♥❞ ❢ ✐ ❡ ❧ ❞
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t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤r❡❡

✜❧❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❧❞❡r✳ ❚❤❡ ❝✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡str✐❝ts t❤❡ ♠❛♣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛❞✐✉s

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✭✻✵ ♠♠ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧② t♦ r❡str✐❝t

t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ s✐③❡✱ ❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✜❡❧❞ ♠❛♣s ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦♥❣ r✉♥ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s

✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♠❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r✉♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦rr❡❝t❧② ❢♦r♠❛tt❡❞ ✜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

✉♥✐ts ❢♦r ✐♥♣✉t ✐♥t♦ ❆str❛✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ❝❧❡❛r ✐♥ r❡tr♦s♣❡❝t t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r②

❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❡✈❡r

❜❡❝❛♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐t②✱ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐❞ t❤❡ ❥♦❜ r❡q✉✐r❡❞✳

❃❃❃ ❋♦r♠❛tt✐♥❣✷ ✳ ❝ ✉ ❧ ❧ ✭✧ ❊❴❘❛❝❡tr❛❝❦ ✳ t①t ✧ ✱ ✧❙♠❛❧❧❴❊❴❘❛❝❡tr❛❝❦ ✳ t①t ✧✮

❃❃❃ ❋♦r♠❛tt✐♥❣✷ ✳ ❝ ✉ ❧ ❧ ✭✧❍❴❘❛❝❡tr❛❝❦ ✳ t①t ✧ ✱ ✧❙♠❛❧❧❴❍❴❘❛❝❡tr❛❝❦ ✳ t①t ✧✮

❃❃❃ ❋♦r♠❛tt✐♥❣✷ ✳♠❛♣✭✧ ❙♠❛❧❧❴❊❴❘❛❝❡tr❛❝❦ ✳ t①t ✧ ✱ ✬ ❡ ✬ ✮

❃❃❃ ❋♦r♠❛tt✐♥❣✷ ✳♠❛♣✭✧ ❙♠❛❧❧❴❍❴❘❛❝❡tr❛❝❦ ✳ t①t ✧ ✱ ✬❜ ✬ ✮

❆✳✷✳✷ P❨❚❍❖◆ ❈❖❉❊ ❚❖ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼ ❙❯P❊❘❋■❙❍ ❖❯❚P❯❚ ❚❖ ❆❙❚❘❆

■◆P❯❚

✐♠♣♦rt ♠❛t❤



✶✹✷

❞❡❢ ❢ ✐ ❡ ❧ ❞❚ r ❛ ♥ s ❧ ❛ t ❡ ✭ ❢ ✐ ❧ ❡ ■ ♥ ✱ ❢ ✐ ❧ ❡❖✉ t ✮ ✿

✐♥♣✉t ❂ ❢ ✐ ❧ ❡ ✭ ❢ ✐ ❧ ❡ ■ ♥ ✱ ✬ r ✬ ✮

♦✉t♣✉t❊ ❂ ♦♣❡♥✭ ❢ ✐ ❧ ❡❖✉ t ✰ ✧❴❊✳ t①t ✧ ✱ ✬✇ ✬ ✮

♦✉t♣✉t❍ ❂ ♦♣❡♥✭ ❢ ✐ ❧ ❡❖✉ t ✰ ✧❴❍✳ t①t ✧ ✱ ✬✇ ✬ ✮

★✇❡❡❞ ♦✉t ❤❡❛❞❡r ✐♥ ❢♦r♠❛t ✐♦♥

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✐ ❂ ✶

✇❤✐❧❡ ✐ ❁ ✸✸ ✿

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✐ ❂ ✐ ✰ ✶

❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ❂ ④⑥

③ ❂ ❬ ❪

r ❂ ❬ ❪

♣♦s❋❛❝t♦r ❂ ✶✵ ✳

❡❋❛❝t♦r ❂ ✶ ✳✵✯♠❛t❤ ✳♣♦✇✭ ✶ ✵ ✳ ✵ ✱ ✻ ✮

③ ❙❤ ✐ ❢ t ❂ −✶✹✾✳✾✾

t▲✐♠✐t ❂ ✸ ✳✵

t❙t❡♣ ❂ ✵✳✶✺

★✐♥♣✉t

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

❤♦❧❞ ❂ t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

❝♦♥t ❂ ❚r✉❡

❢ ✐ r s t ❂ ❚r✉❡

✇❤✐❧❡ ❝♦♥t ✿

❛❞❞ ✭ ③ ✱ ❤♦❧❞ ❬ ✵ ❪ ✮

❛❞❞ ✭ r ✱ ❤♦❧❞ ❬ ✶ ❪ ✮

♣♦s ❂ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✵ ❪ ✮ ✮ ✰ ✧❴✧ ✰ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✶ ❪ ✮ ✮

❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ❬ ♣♦s ❪ ❂ ❬ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✷ ❪ ✮ ✱ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✸ ❪ ✮ ✱ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞

❬ ✺ ❪ ✮ ❪



✶✹✸

✐ ❢ ❢ ✐ r s t ✿

♣r✐♥t ♣♦s

❢ ✐ r s t ❂ ❋❛❧s❡

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

❤♦❧❞ ❂ t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

✐ ❢ ❧❡♥ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ❂❂ ✻ ✿

❝♦♥t ❂ ❚r✉❡

❡❧s❡ ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡

★♦✉t♣✉t

❣ r ✐❞ ❂ ❬ ✵ ✳ ✵ ✱ ✵ ✳ ✶✺ ✱ ✵ ✳ ✸✵ ✱ ✵ ✳ ✹✺ ✱ ✵ ✳ ✻✵ ✱ ✵ ✳ ✼✺ ✱ ✵ ✳ ✾✵ ✱ ✶ ✳ ✵✺ ✱ ✶ ✳ ✷✵ ✱

✶ ✳ ✸✺ ✱ ✶ ✳ ✺✵ ✱ ✶ ✳ ✻✺ ✱ ✶ ✳ ✽✵ ✱ ✶ ✳ ✾✺ ✱ ✷ ✳ ✶✵ ✱ ✷ ✳ ✷✺ ✱ ✷ ✳ ✹✵ ✱ ✷ ✳ ✺✺ ✱ ✷ ✳ ✼✵ ✱

✷ ✳ ✽✺ ✱ ✸ ✳ ✵ ✱ ✸ ✳ ✶✺ ✱ ✸ ✳ ✸✵ ✱ ✸ ✳ ✹✺ ✱ ✸ ✳ ✻✵ ✱ ✸ ✳ ✼✺ ✱ ✸ ✳ ✾✵ ✱ ✹ ✳ ✵✺ ✱ ✹ ✳ ✷✵ ✱

✹ ✳ ✸✺ ✱ ✹ ✳ ✺✵ ✱ ✹ ✳ ✻✺ ✱ ✹ ✳ ✽✵ ✱ ✹ ✳ ✾✺ ✱ ✺ ✳ ✶✵ ✱ ✺ ✳ ✷✺ ✱ ✺ ✳ ✹✵ ✱ ✺ ✳ ✺✺ ✱

✺ ✳ ✼✵ ✱ ✺ ✳ ✽✺ ✱ ✻ ✳ ✵ ❪

③ ❧ ❡♥ ❂ ❧❡♥ ✭ ③ ✮

r ❧ ❡ ♥ ❂ ❧❡♥ ✭ r ✮

③❝♦✉♥t ❂ ✵

♦✉t♣✉t❊ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧❍❡❛❞✐♥❣✥ ❧ ✐ ♥ ❡ ✥✶❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t❊ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧❍❡❛❞✐♥❣✥ ❧ ✐ ♥ ❡ ✥✷❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t❍ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧❍❡❛❞✐♥❣✥ ❧ ✐ ♥ ❡ ✥✶❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t❍ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧❍❡❛❞✐♥❣✥ ❧ ✐ ♥ ❡ ✥✷❭♥✧ ✮

✇❤✐❧❡ ③❝♦✉♥t ❁ ③ ❧ ❡♥ ✿

②❝♦✉♥t ❂ ✵

② ❂ ④⑥

✇❤✐❧❡ ②❝♦✉♥t ❁ ❧❡♥ ✭ ❣ r ✐ ❞ ✮ ✿

① ❂ ④⑥

r❝♦✉♥t ❂ ✵

★❛♣♣ ❧② t♦ ❣ r ✐ ❞

✇❤✐❧❡ r❝♦✉♥t ❁ r ❧ ❡ ♥ ✿

✐ ❢ ♠❛t❤ ✳ ❢ ❛❜s ✭ ❣ r ✐❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪ ✮ ❁❂ r ❬ r❝♦✉♥t ❪ ✿



✶✹✹

✐ ❢ r❝♦✉♥t ❂❂ ✵ ✿

♣❤✐ ❂ ✵ ✳✵

❡❧s❡ ✿

♣❤✐ ❂ ♠❛t❤ ✳ ❛ s ✐♥ ✭ ❣ r ✐❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪ ✴ r ❬ r❝♦✉♥t ❪ ✮

①❱❛❧ ❂ r ❬ r❝♦✉♥t ❪✯♠❛t❤ ✳ ❢ ❛❜s ✭♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭ ♣❤✐ ✮ ✮

♣♦s ❂ str ✭ ③ ❬ ③❝♦✉♥t ❪ ✮ ✰ ✧❴✧ ✰ str ✭ r ❬ r❝♦✉♥t ❪ ✮

① ❬ ①❱❛❧ ❪ ❂ ❬ ❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ❬ ♣♦s ❪ ❬ ✶ ❪ ✯♠❛t❤ ✳ ❢ ❛❜s ✭♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭

♣❤✐ ✮ ✮ ✱ ❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ❬ ♣♦s ❪ ❬ ✶ ❪ ✯♠❛t❤ ✳ ❢ ❛❜s ✭♠❛t❤ ✳ s ✐ ♥ ✭ ♣❤✐

✮ ✮ ✱ ❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ❬ ♣♦s ❪ ❬ ✵ ❪ ✱ ❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ❬ ♣♦s ❪ ❬ ✷ ❪✯ −✶ ✳✵✯♠❛t❤ ✳

❢❛❜s ✭♠❛t❤ ✳ s ✐ ♥ ✭ ♣❤✐ ✮ ✮ ✱ ❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ❬ ♣♦s ❪ ❬ ✷ ❪ ✯♠❛t❤ ✳

❢❛❜s ✭♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭ ♣❤✐ ✮ ✮ ❪

r❝♦✉♥t ❂ r❝♦✉♥t ✰ ✶

★✐♥ t ❡ r ♣ ♦ ❧ ❛ t ❡

①❝♦✉♥t ❂ ②❝♦✉♥t

①❑❡②s ❂ ① ✳ ❦❡②s ✭ ✮

①❑❡②s ✳ s ♦ r t ✭ ✮

① ❧❡♥ ❂ ❧❡♥ ✭ ①❑❡②s ✮

② ❬ ❣ r ✐ ❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪ ❪ ❂ ④⑥

❧❜ ❂ ✵

r❜ ❂ ✶

✇❤✐❧❡ ①❝♦✉♥t ❁ ❧❡♥ ✭ ❣ r ✐ ❞ ✮ ✿

❧❜ ❂ s❡❡❦ ✭ ❣ r ✐❞ ❬ ①❝♦✉♥t ❪ ✱ ①❑❡②s ✮

r❜ ❂ ❧❜ ✰ ✶

② ❬ ❣ r ✐❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪ ❪ ❬ ❣ r ✐ ❞ ❬ ①❝♦✉♥t ❪ ❪ ❂ ✐ ♥ t ❡ r ♣ ♦ ❧ ❛ t ❡ ✭ ❣ r ✐❞ ❬

①❝♦✉♥t ❪ ✱ ①❑❡②s ❬ ❧❜ ❪ ✱ ①❑❡②s ❬ r❜ ❪ ✱ ① ❬ ①❑❡②s ❬ ❧❜ ❪ ❪ ✱ ① ❬

①❑❡②s ❬ r❜ ❪ ❪ ✮

✐ ❢ ③❝♦✉♥t ❂❂ ✶✼✵ ❛♥❞ ②❝♦✉♥t ❂❂ ✹ ✿

♣r✐♥t str ✭ ①❝♦✉♥t ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ①❑❡②s ❬ ❧❜ ❪ ✮ ✰ ✬ ❭

t ✬ ✰ str ✭ ①❑❡②s ❬ r❜ ❪ ✮

♣r✐♥t ① ❬ ①❑❡②s ❬ ❧❜ ❪ ❪

♣r✐♥t ① ❬ ①❑❡②s ❬ r❜ ❪ ❪

♣r✐♥t ② ❬ ❣ r ✐ ❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪ ❪ ❬ ❣ r ✐ ❞ ❬ ①❝♦✉♥t ❪ ❪

♣r✐♥t ✬ ❭♥ ✬

①❝♦✉♥t ❂ ①❝♦✉♥t ✰ ✶



✶✹✺

★st❡♣

②❝♦✉♥t ❂ ②❝♦✉♥t ✰ ✶

❞❡❧ ①

★r ❡ ❢ ❧ ❡ ❝ t ✐ ♦ ♥ ♦✈❡r ❧ ✐ ♥ ❡

②❝♦✉♥t ❂ ✶

✇❤✐❧❡ ②❝♦✉♥t ❁ ❧❡♥ ✭ ❣ r ✐ ❞ ✮ ✿

①❝♦✉♥t ❂ ✵

✇❤✐❧❡ ①❝♦✉♥t ❁ ②❝♦✉♥t ✿

❛ ❂ ② ❬ ❣ r ✐❞ ❬ ①❝♦✉♥t ❪ ❪ ❬ ❣ r ✐ ❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪ ❪

② ❬ ❣ r ✐ ❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪ ❪ ❬ ❣ r ✐ ❞ ❬ ①❝♦✉♥t ❪ ❪ ❂ ❬ ❛ ❬ ✶ ❪ ✱ ❛ ❬ ✵ ❪ ✱ ❛ ❬ ✷ ❪ ✱

−✶✳✵✯❛ ❬ ✹ ❪ ✱ −✶✳✵✯❛ ❬ ✸ ❪ ❪

❞❡❧ ❛

①❝♦✉♥t ❂ ①❝♦✉♥t ✰ ✶

②❝♦✉♥t ❂ ②❝♦✉♥t ✰ ✶

★♦✉t♣✉t

②❝♦✉♥t ❂ ❧❡♥ ✭ ❣ r ✐ ❞ ✮ − ✶

✇❤✐❧❡ ②❝♦✉♥t ❃ ✵ ✿

①❝♦✉♥t ❂ ❧❡♥ ✭ ❣ r ✐ ❞ ✮ − ✶

✇❤✐❧❡ ①❝♦✉♥t ❃ ✵ ✿

①❱❛❧ ❂ ❣r ✐❞ ❬ ①❝♦✉♥t ❪

②❱❛❧ ❂ ❣r ✐❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪

♣♦s ❂ str ✭−✶✳✵✯①❱❛❧✯♣♦s❋❛❝t♦r ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭−✶✳✵✯

②❱❛❧✯♣♦s❋❛❝t♦r ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ③ ❬ ③❝♦✉♥t ❪✯

♣♦s❋❛❝t♦r ✰ ③❙❤ ✐ ❢ t ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬

♦✉t♣✉t❊ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ♣♦s ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✵ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r

✯−✶✳✵✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✶ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r

✯−✶✳✵✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✷ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r ✮ ✰

✬ ❭ t✵ ❭ t✵ ❭ t✵ ❭♥ ✬ ✮

♦✉t♣✉t❍ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ♣♦s ✰ ✬ ✵❭ t✵ ❭ t✵ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧

❪ ❬ ✸ ❪✯ −✶ ✳ ✵ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✹ ❪✯ −✶ ✳ ✵ ✮

✰ ✬ ❭ t✵ ❭♥ ✬ ✮

①❝♦✉♥t ❂ ①❝♦✉♥t − ✶



✶✹✻

✇❤✐❧❡ ①❝♦✉♥t ❁ ❧❡♥ ✭ ❣ r ✐ ❞ ✮ ✿

①❱❛❧ ❂ ❣r ✐❞ ❬ ①❝♦✉♥t ❪

②❱❛❧ ❂ ❣r ✐❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪

♣♦s ❂ str ✭ ✶ ✳ ✵✯ ①❱❛❧✯♣♦s❋❛❝t♦r ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭−✶✳✵✯

②❱❛❧✯♣♦s❋❛❝t♦r ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ③ ❬ ③❝♦✉♥t ❪✯

♣♦s❋❛❝t♦r ✰ ③❙❤ ✐ ❢ t ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬

♦✉t♣✉t❊ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ♣♦s ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✵ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r

✯✶ ✳ ✵ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✶ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r

✯−✶✳✵✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✷ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r ✮ ✰

✬ ❭ t✵ ❭ t✵ ❭ t✵ ❭♥ ✬ ✮

♦✉t♣✉t❍ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ♣♦s ✰ ✬ ✵❭ t✵ ❭ t✵ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧

❪ ❬ ✸ ❪✯ −✶ ✳ ✵ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✹ ❪ ✯ ✶ ✳ ✵ ✮ ✰

✬ ❭ t✵ ❭♥ ✬ ✮

①❝♦✉♥t ❂ ①❝♦✉♥t ✰ ✶

②❝♦✉♥t ❂ ②❝♦✉♥t − ✶

✇❤✐❧❡ ②❝♦✉♥t ❁ ❧❡♥ ✭ ❣ r ✐ ❞ ✮ ✿

①❝♦✉♥t ❂ ❧❡♥ ✭ ❣ r ✐ ❞ ✮ − ✶

✇❤✐❧❡ ①❝♦✉♥t ❃ ✵ ✿

①❱❛❧ ❂ ❣r ✐❞ ❬ ①❝♦✉♥t ❪

②❱❛❧ ❂ ❣r ✐❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪

♣♦s ❂ str ✭−✶✳✵✯①❱❛❧✯♣♦s❋❛❝t♦r ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ✶ ✳ ✵✯

②❱❛❧✯♣♦s❋❛❝t♦r ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ③ ❬ ③❝♦✉♥t ❪✯

♣♦s❋❛❝t♦r ✰ ③❙❤ ✐ ❢ t ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬

♦✉t♣✉t❊ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ♣♦s ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✵ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r

✯−✶✳✵✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✶ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r

✯✶ ✳ ✵ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✷ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r ✮ ✰

✬ ❭ t✵ ❭ t✵ ❭ t✵ ❭♥ ✬ ✮

♦✉t♣✉t❍ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ♣♦s ✰ ✬ ✵❭ t✵ ❭ t✵ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧

❪ ❬ ✸ ❪ ✯ ✶ ✳ ✵ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✹ ❪✯ −✶ ✳ ✵ ✮ ✰

✬ ❭ t✵ ❭♥ ✬ ✮

①❝♦✉♥t ❂ ①❝♦✉♥t − ✶
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✇❤✐❧❡ ①❝♦✉♥t ❁ ❧❡♥ ✭ ❣ r ✐ ❞ ✮ ✿

①❱❛❧ ❂ ❣r ✐❞ ❬ ①❝♦✉♥t ❪

②❱❛❧ ❂ ❣r ✐❞ ❬ ②❝♦✉♥t ❪

♣♦s ❂ str ✭ ✶ ✳ ✵✯ ①❱❛❧✯♣♦s❋❛❝t♦r ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ✶ ✳ ✵✯

②❱❛❧✯♣♦s❋❛❝t♦r ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ③ ❬ ③❝♦✉♥t ❪✯

♣♦s❋❛❝t♦r ✰ ③❙❤ ✐ ❢ t ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬

♦✉t♣✉t❊ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ♣♦s ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✵ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r

✯✶ ✳ ✵ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✶ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r

✯✶ ✳ ✵ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✷ ❪ ✯ ❡❋❛❝t♦r ✮ ✰

✬ ❭ t✵ ❭ t✵ ❭ t✵ ❭♥ ✬ ✮

♦✉t♣✉t❍ ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ♣♦s ✰ ✬ ✵❭ t✵ ❭ t✵ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧

❪ ❬ ✸ ❪ ✯ ✶ ✳ ✵ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ ② ❬ ②❱❛❧ ❪ ❬ ①❱❛❧ ❪ ❬ ✹ ❪ ✯ ✶ ✳ ✵ ✮ ✰

✬ ❭ t✵ ❭♥ ✬ ✮

①❝♦✉♥t ❂ ①❝♦✉♥t ✰ ✶

②❝♦✉♥t ❂ ②❝♦✉♥t ✰ ✶

❞❡❧ ②

③❝♦✉♥t ❂ ③❝♦✉♥t ✰ ✶

✐♥♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

♦✉t♣✉t❊ ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

♦✉t♣✉t❍ ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

❞❡❢ ❛❞❞ ✭ ❧ ✐ s t ✱ ♥✉♠❜❡r ✮ ✿

❝♦♦r❞ ❂ ❢ ❧♦❛t ✭ ♥✉♠❜❡r ✮

✐ ❢ ❧ ✐ s t ✳ ❝♦✉♥t ✭ ❝♦♦r❞ ✮ ❂❂ ✵ ✿

❧ ✐ s t ✳ ❛♣♣❡♥❞ ✭ ❝♦♦r❞ ✮

❞❡❢ s❡❡❦ ✭ ✈❛❧✉❡ ✱ ❧ ✐ s t ✮ ✿

❧ ✐♠ ✐ t ❂ ❧❡♥ ✭ ❧ ✐ s t ✮

✐ ❂ ✵



✶✹✽

❧ ♦ s t ❂ ❚r✉❡

✇❤✐❧❡ ❧ ♦ s t ❛♥❞ ✐ ❁ ❧ ✐♠ ✐ t ✿

✐ ❢ ❧ ✐ s t ❬ ✐ ❪ ❃ ✈❛❧✉❡ ✿

❧ ♦ s t ❂ ❋❛❧ s❡

❡❧s❡ ✿

✐ ❂ ✐ ✰ ✶

✐ ❢ ❧ ♦ s t ✿

r❡t✉r♥ −✶

❡❧s❡ ✿

r❡t✉r♥ ✐ − ✶

❞❡❢ ✐ ♥ t ❡ r ♣ ♦ ❧ ❛ t ❡ ✭① ✱ ❛ ✱ ❜ ✱ ②❛ ✱ ②❜ ✮ ✿

② ❂ ❬ ✵ ✱ ✵ ✱ ✵ ✱ ✵ ✱ ✵ ❪

✐ ❂ ✵

✇❤✐❧❡ ✐ ❁ ✺ ✿

② ❬ ✐ ❪ ❂ ②❛ ❬ ✐ ❪ ✰ ✭① − ❛ ✮ ✯✭ ②❜ ❬ ✐ ❪ − ②❛ ❬ ✐ ❪ ✮ ✴✭❜ − ❛ ✮

✐ ❂ ✐ ✰ ✶

r❡t✉r♥ ②

❚❤❡ ❝♦❞❡ ❡①❝❡r♣t ❛❜♦✈❡✱ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ✏❙❋❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✳♣②✑✱ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t

❢r♦♠ ❙✉♣❡r✜s❤ ✐♥t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛t ♦❢ ❈❙❚ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❙t✉❞✐♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞❚r❛♥s❧❛t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞✳ ❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ✜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛♣

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞✱ ❛s

✜❡❧❞❚r❛♥s❧❛t❡ ♦♥❧② ❝r❡❛t❡s ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♥❡❛r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❜❡❛♠✲tr❛❥❡❝t♦r②✳

❆✳✷✳✸ P❨❚❍❖◆ ❈❖❉❊ ❚❖ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼ ❈❙❚ ▼■❈❘❖❲❆❱❊ ❙❚❯❉■❖ ❖❯❚✲

P❯❚ ❚❖ ■▼P❆❈❚✲❚ ■◆P❯❚

❞❡❢ ❈❙❚✷■♠♣❛❝t ✭ ✐♥♣✉t❊ ✱ ✐♥♣✉t❍ ✱ ♦✉t♣✉t❋ ✐ ❧ ❡ ✮ ✿

✐♥♣✉t ❂ ❢ ✐ ❧ ❡ ✭ ✐♥♣✉t❊ ✱ ✬ r ✬ ✮

♦✉t♣✉t ❂ ♦♣❡♥✭ ♦✉t♣✉t❋✐ ❧❡ ✱ ✬✇ ✬ ✮



✶✹✾

♠✉ ❂ ✹✳✵✯♠❛t❤ ✳ ♣ ✐ ✯♠❛t❤ ✳♣♦✇✭✶✵✳✵ ✱−✼✮

① ❂ ❬ ❪

② ❂ ❬ ❪

③ ❂ ❬ ❪

★●❡t r ✐ ❞ ♦ ❢ ❤❡❛❞❡rs

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

★r❡❛❞ ✐♥ ❝♦♦r❞ ✐♥❛ t ❡ s ❛♥❞ ❢ ✐ ❡ ❧ ❞

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✇❤✐❧❡ t❡♠♣ ✿

❤♦ ❧❞❡r ❂ t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

❛❞❞ ✭① ✱ ❤♦ ❧❞❡r ❬ ✵ ❪ ✮

❛❞❞ ✭② ✱ ❤♦ ❧❞❡r ❬ ✶ ❪ ✮

❛❞❞ ✭ ③ ✱ ❤♦ ❧❞❡r ❬ ✷ ❪ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✐♥♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ① ❬ ✵ ❪ ✮ ✯✵ ✳✵✵✶✮ ✰ ✧✥✧ ✰ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ① ❬ ❧❡♥ ✭ ① ✮

−✶❪✮ ✯✵ ✳✵✵✶✮ ✰ ✧✥✧ ✰ str ✭ ❧❡♥ ✭ ① ✮ − ✶✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ② ❬ ✵ ❪ ✮ ✯✵ ✳✵✵✶✮ ✰ ✧✥✧ ✰ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ② ❬ ❧❡♥ ✭ ② ✮

−✶❪✮ ✯✵ ✳✵✵✶✮ ✰ ✧✥✧ ✰ str ✭ ❧❡♥ ✭ ② ✮ − ✶✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ③ ❬ ✵ ❪ ✮ ✯✵ ✳✵✵✶✮ ✰ ✧✥✧ ✰ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ③ ❬ ❧❡♥ ✭ ③ ✮

−✶❪✮ ✯✵ ✳✵✵✶✮ ✰ ✧✥✧ ✰ str ✭ ❧❡♥ ✭ ③ ✮ − ✶✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

✐♥♣✉t❊ ❂ ❢ ✐ ❧ ❡ ✭ ✐♥♣✉t❊ ✱ ✬ r ✬ ✮

✐♥♣✉t❍ ❂ ❢ ✐ ❧ ❡ ✭ ✐♥♣✉t❍ ✱ ✬ r ✬ ✮



✶✺✵

★❣❡ t r ✐ ❞ ♦ ❢ ❤❡❛❞❡rs ❛♥❞ r❡❛❞ ❢ ✐ r s t ❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ❧ ✐ ♥ ❡

t❡♠♣❊ ❂ ✐♥♣✉t❊ ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣❊ ❂ ✐♥♣✉t❊ ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣❊ ❂ ✐♥♣✉t❊ ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣❍ ❂ ✐♥♣✉t❍ ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣❍ ❂ ✐♥♣✉t❍ ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣❍ ❂ ✐♥♣✉t❍ ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✇❤✐❧❡ t❡♠♣❊ ✿

❤♦❧❞❊ ❂ t❡♠♣❊ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

❤♦❧❞❍ ❂ t❡♠♣❍ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ❤♦❧❞❊ ❬ ✸ ❪ ✰ ✧✥✥✧ ✰ ❤♦❧❞❊ ❬ ✹ ❪ ✰ ✧✥✥✧ ✰ ❤♦❧❞❊ ❬ ✺ ❪

✰ ✧✥✥✧ ✰ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞❍ ❬ ✻ ❪ ✮ ✯♠✉✮ ✰ ✧✥✥✧ ✰ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭

❤♦❧❞❍ ❬ ✼ ❪ ✮ ✯♠✉✮ ✰ ✧✥✥✧ ✰ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞❍ ❬ ✽ ❪ ✮ ✯♠✉✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

t❡♠♣❊ ❂ ✐♥♣✉t❊ ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣❍ ❂ ✐♥♣✉t❍ ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✐♥♣✉t❊ ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

✐♥♣✉t❍ ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

❞❡❢ ❛❞❞ ✭ ❧ ✐ s t ✱ ♥✉♠❜❡r ✮ ✿

❝♦♦r❞ ❂ ❢ ❧♦❛t ✭ ♥✉♠❜❡r ✮

✐ ❢ ❧ ✐ s t ✳ ❝♦✉♥t ✭ ❝♦♦r❞ ✮ ❂❂ ✵ ✿

❧ ✐ s t ✳ ❛♣♣❡♥❞ ✭ ❝♦♦r❞ ✮

❯♥❧✐❦❡ ❆str❛✱ ■▼P❆❈❚✲❚ r❡q✉✐r❡s ❛❧❧ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜❧❡✳ ❈♦♥s❡✲

q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❈❙❚✷■♠♣❛❝t ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❊ ❛♥❞ ❍ ✜❡❧❞ ✜❧❡s✳

❆✳✷✳✹ P❨❚❍❖◆ ❈❖❉❊ ❚❖ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼ ❙❯P❊❘❋■❙❍ ❖❯❚P❯❚ ❚❖

■▼P❆❈❚✲❚ ■◆P❯❚



✶✺✶

❞❡❢ ❢ ✐ ❡ ❧ ❞ ✷ ✐♠♣❛❝ t ✭ ❢ ✐ ❧ ❡ ■ ♥ ✱ ❢ ✐ ❧ ❡❖✉ t ✮ ✿

✐♥♣✉t ❂ ❢ ✐ ❧ ❡ ✭ ❢ ✐ ❧ ❡ ■ ♥ ✱ ✬ r ✬ ✮

♦✉t♣✉t ❂ ♦♣❡♥✭ ❢ ✐ ❧ ❡❖✉t ✱ ✬✇ ✬ ✮

★✇❡❡❞ ♦✉t ✉ s ❡ ❧ ❡ s s ❤❡❛❞❡r ✐ ♥ ❢ ♦

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✐ ❂ ✶

✇❤✐❧❡ ✐ ❁ ✷✽ ✿

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✐ ❂ ✐ ✰ ✶

★✐♥❝r❡♠❡♥t ✐ ♥ ❢ ♦

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

★♣r ✐♥ t t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

❤♦❧❞ ❂ ✭ t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮ ❬ ✷ ❪ ✮ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✬ ✱ ✬ ✮

★♣r ✐♥ t ❤♦ ❧❞

③▼✐♥ ❂ ❢ ❧♦❛t ✭ ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✵ ❪ ✮ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✬ ✭ ✬ ✮ ❬ ✶ ❪ ✮

r▼✐♥ ❂ ❢ ❧♦❛t ✭ ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✶ ❪ ✮ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✬ ✮ ✬ ✮ ❬ ✵ ❪ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

❤♦❧❞ ❂ ✭ t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮ ❬ ✷ ❪ ✮ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✬ ✱ ✬ ✮

③▼❛① ❂ ❢ ❧♦❛t ✭ ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✵ ❪ ✮ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✬ ✭ ✬ ✮ ❬ ✶ ❪ ✮

r▼❛① ❂ ❢ ❧♦❛t ✭ ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✶ ❪ ✮ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✬ ✮ ✬ ✮ ❬ ✵ ❪ ✮

③▼❛① ❂ ③▼❛① − ③▼✐♥

③▼✐♥ ❂ ✵ ✳✵

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

❤♦❧❞ ❂ t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

③❙t❡♣ ❂ ❤♦❧❞ ❬ ✹ ❪

r❙t❡♣ ❂ ❤♦❧❞ ❬ ✺ ❪

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ str ✭ ③▼✐♥ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭③▼❛①✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ ③❙t❡♣ ✰ ✬ ❭♥

✬ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✷✽✻✺❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ str ✭ r▼✐♥ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭ r▼❛①✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ r❙t❡♣ ✰ ✬ ❭♥

✬ ✮



✶✺✷

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

❤♦❧❞ ❂ t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

❝♦♥t ❂ ❚r✉❡

✇❤✐❧❡ ❝♦♥t ✿

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✷ ❪ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ ❤♦❧❞ ❬ ✸ ❪ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ ❤♦❧❞ ❬ ✹ ❪ ✰ ✬

❭♥ ✬ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✺ ❪ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

❤♦❧❞ ❂ t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

✐ ❢ ❧❡♥ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ❂❂ ✻ ✿

❝♦♥t ❂ ❚r✉❡

❡❧s❡ ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡

✐♥♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❡❛t t❤❡ ❣✉♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❡ ❈❙❚ ✜❡❧❞s ✲ ❝❛❧❧ ❋✐❡❧❞✲

❚r❛♥s❧❛t❡ ❢r♦♠ ✏❙❋❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✳♣②✑ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ✜❧❡s ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❈❙❚✷■♠♣❛❝t

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ tr❡❛ts t❤❡ ❣✉♥ ✜❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉❧❧②

✸❉ ♠❛♣✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✜❡❧❞ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞✷✐♠♣❛❝t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞

❢♦r♠❛ts t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r ❛ ✷❉ ✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❡♣s✳



✶✺✸

❆PP❊◆❉■❳ ❇

●❊◆❊❘❆❚■◆● ❘❊❊◆❚❘❆◆❚ ●❊❖▼❊❚❘❨

✐♠♣♦rt ♠❛t❤

❞❡❢ ❞r❛✇●✉♥✭ ✈❛❧✉❡s ✱ ❢ ✐ ❧❡◆❛♠❡ ✮ ✿

②❈❛✈ ❂ ✈❛ ❧✉❡s ❬ ✵ ❪

❤ ❂ ✈❛ ❧✉❡ s ❬ ✶ ❪

rP✐♣❡ ❂ ✈❛ ❧✉❡ s ❬ ✷ ❪

①❊ ❂ ✈❛ ❧✉❡s ❬ ✸ ❪

②❊ ❂ ✈❛ ❧✉❡s ❬ ✹ ❪

❛❧♣❤❛ ❂ ♠❛t❤ ✳ r❛❞ ✐❛♥s ✭ ✈❛ ❧✉❡s ❬ ✺ ❪ ✮

❧❋ ✐♥ ❂ ✈❛ ❧✉❡ s ❬ ✻ ❪

❤❋✐♥ ❂ ✈❛ ❧✉❡s ❬ ✼ ❪

❧●❛♣ ❂ ✈❛ ❧✉❡s ❬ ✽ ❪

❧❘❡❝ ❂ ✈❛ ❧✉❡ s ❬ ✾ ❪

②❊✷ ❂ ✈❛ ❧✉❡s ❬ ✶ ✵ ❪

r❊♥t ❂ ✻ ✳✵

★r❊♥t ❂ ❤ ❄

r❈❛t❤♦❞❡ ❂ ✹ ✳✵

r❈❛✈ ❂ ②❈❛✈

✐ ❢ ♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ❁❂ ✵✳✵ ♦r ❧❘❡❝ ❁❂ ✵✳✵ ♦r ✭ ✶ ✳ ✵ ✰ ♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭

❛❧♣❤❛ ✮ ✰ ♠❛t❤ ✳ t❛♥ ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ✯✭♠❛t❤ ✳ s ✐ ♥ ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ − ✶ ✳ ✵ ✮ ✮ ❂❂ ✵ ✳ ✵ ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡

❡❧s❡ ✿

❝♦♥t ❂ ❚r✉❡

✐ ❢ ❝♦♥t ✿

r❘❡❝ ❂ ②❊ − r❊♥t



✶✺✹

②❘❡❝ ❂ ②❊

①❘❡❝ ❂ ①❊ − r❘❡❝

②◆❈ ❂ ②❊

r◆❈ ❂ ✭ r❈❛✈ − ❤❋✐♥ − ②◆❈✮ ✴♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭ ❛❧♣❤❛ ✮

①◆❈ ❂ ①❊ − r◆❈

r❋✐♥ ❂ ✭ ❤❋✐♥ − ♠❛t❤ ✳ t❛♥ ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ✯✭①◆❈ ✰ r◆❈✯♠❛t❤ ✳ s ✐ ♥ ✭ ❛❧♣❤❛ ✮

✰ ❧❋ ✐♥ ✮ ✮ ✴ ✭ ✶ ✳ ✵ ✰ ♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ✰ ♠❛t❤ ✳ t❛♥ ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ✯✭♠❛t❤

✳ s ✐ ♥ ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ − ✶ ✳ ✵ ✮ ✮

①❋✐♥ ❂ r❋✐♥ − ❧❋ ✐♥

②❋✐♥ ❂ r❈❛✈ − r❋✐♥

②❇♦t ❂ ②❊✷

r❇♦t ❂ ②❊✷ − rP✐♣❡

①❇♦t ❂ ①❊ ✰ ❧●❛♣ ✰ r❇♦t

r❚♦♣ ❂ r❇♦t

②❚♦♣ ❂ r❈❛✈ − r❚♦♣

①❚♦♣ ❂ ①❊ ✰ ❧●❛♣ ✰ ❧❘❡❝ − r❚♦♣

②❙♣❤ ❂ ②❊✷

r❙♣❤ ❂ ✭ ✭ ②❚♦♣ − ②❙♣❤ ✮ ✯✭②❚♦♣ − ②❙♣❤ ✮ ✰ ①❚♦♣✯✭①❚♦♣✮ ✰ ✭①❊ ✰

❧●❛♣ ✮ ✯✭①❊ ✰ ❧●❛♣ ✮ − ✭ r❚♦♣✯r❚♦♣ ✮ − ✷ ✳✵✯①❚♦♣✯✭①❊ ✰ ❧●❛♣ ✮ ✮

✴ ✭✷ ✳ ✵✯ ❧❘❡❝ ✮

①❙♣❤ ❂ ①❊ ✰ ❧●❛♣ ✰ r❙♣❤

✐ ❢ ✭ ①❙♣❤ − ①❚♦♣✮ ❂❂ ✵ ✳ ✵ ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡

❡❧s❡ ✿

❝♦♥t ❂ ❚r✉❡

✐ ❢ ❝♦♥t ✿

♣❤✐ ❂ ♠❛t❤ ✳ ❛t❛♥ ✭ ✭ ②❚♦♣ − ②❙♣❤ ✮ ✴✭①❙♣❤ − ①❚♦♣✮ ✮

✐ ❢ ②❊ ❁❂ r❊♥t ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡

✐ ❢ ②❊✷ ❁❂ rP✐♣❡ ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡



✶✺✺

✐ ❢ r❘❡❝ ❁❂ ✵✳✵ ♦r r◆❈ ❁❂ ✵✳✵ ♦r r❋✐♥ ❁❂ ✵✳✵ ♦r r❚♦♣ ❁❂ ✵✳✵ ♦r

r❙♣❤ ❁❂ ✵✳✵ ♦r r❇♦t ❁❂ ✵ ✳ ✵ ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡

✐ ❢ ✭r◆❈ ✰ r❋✐♥ ✮ ✯♠❛t❤ ✳ s ✐ ♥ ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ❁ ✭ ①❋✐♥ − ①◆❈✮ ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡

✐ ❢ ✭r◆❈ ✰ r❋✐♥ ✮ ✯♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ❃ ✭ ②❋✐♥ − ②◆❈✮ ✿

❝♦♥♥t ❂ ❋❛❧s❡

✐ ❢ ✭①❚♦♣ ✰ r❚♦♣✯♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭ ♣❤✐ ✮ ✮ ❁❂ ✭①❊ ✰ ❧●❛♣ ✮ ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡

✐ ❢ ✭②❚♦♣ − r❚♦♣✯♠❛t❤ ✳ s ✐ ♥ ✭ ♣❤✐ ✮ ✮ ❁❂ ②❊✷ ✿

❝♦♥t ❂ ❋❛❧s❡

✐ ❢ ❝♦♥t ✿

♦✉t♣✉t ❂ ♦♣❡♥✭ ❢ ✐ ❧❡◆❛♠❡ ✱ ✬✇ ✬ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✵❭ t✵ ❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✵❭ t✸ ✳✺❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✷❭ t−✵✳✺❭ t ✥ ✸ ✳✺❭ t−✵✳✺❭ t✹ ✳✵❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧−✻✳✵❭ t✹ ✳✵❭♥−✶✷✳✵❭ t✶✹ ✳✵❭♥−✶✹✾✳✾✾❭ t✶✹ ✳✵❭♥

−✶✹✾✳✾✾❭ t✶✺ ✳✵❭♥−✶✷✳✵❭ t✶✺ ✳✵❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧−✻✳✵❭ t ✧ ✰ str ✭❤✮ ✰ ✧❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ str ✭ ①❘❡❝ ✮ ✰ ✬ ❭ t ✬ ✰ str ✭❤✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

❤♦❧❞ ❂ ❬ ①❘❡❝ ✱ ②❊ ✱ ①❊ ✱ ②❊ ❪

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✷❭ t ✧ ✰ ❝♦♠♣▲✐♥❡ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

❤♦❧❞ ❂ ❬①◆❈✱ ②◆❈✱ ①◆❈ ✰ r◆❈✯♠❛t❤ ✳ s ✐ ♥ ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ✱ ②◆❈ ✰ r◆❈✯

♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ❪

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✷❭ t ✧ ✰ ❝♦♠♣▲✐♥❡ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

❤♦❧❞ ❂ ❬ ①❋✐♥ − r❋✐♥ ✯♠❛t❤ ✳ s ✐ ♥ ✭ ❛❧♣❤❛ ✮ ✱ ②❋✐♥ − r❋✐♥ ✯♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭

❛❧♣❤❛ ✮ ❪

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ❝♦♠♣▲✐♥❡ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

❤♦❧❞ ❂ ❬ ①❋✐♥ ✱ ②❋✐♥ ✱ ①❋✐♥ ✱ ②❈❛✈ ❪

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✷❭ t ✧ ✰ ❝♦♠♣▲✐♥❡ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

❤♦❧❞ ❂ ❬ ①❚♦♣ ✱ ②❈❛✈ ❪

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ❝♦♠♣▲✐♥❡ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮



✶✺✻

❤♦❧❞ ❂ ❬ ①❚♦♣ ✱ ②❚♦♣ ✱ ①❚♦♣ ✰ r❚♦♣✯♠❛t❤ ✳ ❝♦s ✭ ♣❤✐ ✮ ✱ ②❚♦♣ − r❚♦♣

✯♠❛t❤ ✳ s ✐ ♥ ✭ ♣❤✐ ✮ ❪

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✷❭ t ✧ ✰ ❝♦♠♣▲✐♥❡ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

❤♦❧❞ ❂ ❬ ①❙♣❤ ✱ ②❙♣❤ ✱ ①❙♣❤ − r❙♣❤ ✱ ②❙♣❤ ❪

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✷❭ t ✧ ✰ ❝♦♠♣▲✐♥❡ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

❤♦❧❞ ❂ ❬ ①❇♦t ✱ ②❇♦t ✱ ①❇♦t ✱ ②❇♦t − r❇♦t ❪

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✷❭ t ✧ ✰ ❝♦♠♣▲✐♥❡ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ✰ ✬ ❭♥ ✬ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧ ✶✺✵✳✵✶❭ t✶✵ ✳✵❭ ♥✶✺✵ ✳✵✶❭ t✵ ✳✵❭ ♥✵ ✳✵❭ t✵ ✳✵❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

r❡t✉r♥ ❝♦♥t

❞❡❢ t r ❛ ♥ s ❧ ❛ t ❡ ✭ ❢ ✐ ❧ ❡ ■ ♥ ✮ ✿

✐♥♣✉t ❂ ❢ ✐ ❧ ❡ ✭ ❢ ✐ ❧ ❡ ■ ♥ ✱ ✬ r ✬ ✮

♦✉t♣✉t ❂ ♦♣❡♥✭ ✧❚r❛♥s ❧❛t❡❞ ✳ t①t ✧ ✱ ✬✇ ✬ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

s ❤ ✐ ❢ t ❂ ✶✹✾✳✾✾

❢ ❛ ❝ t ♦ r ❂ ✵ ✳✶

✇❤✐❧❡ t❡♠♣ ✿

❤♦❧❞ ❂ t❡♠♣ ✳ s ♣ ❧ ✐ t ✭ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧✩♣♦✥✧ ✮

✐ ❢ ❧❡♥ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ❂❂ ✷ ✿

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧①❂✧ ✰ str ✭ ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✵ ❪ ✮✰s ❤ ✐ ❢ t ✮ ✯ ❢ ❛ ❝ t ♦ r ✮

✰ ✧ ✱ ✥②❂✧ ✰ str ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✶ ❪ ✮ ✯ ❢ ❛ ❝ t ♦ r ✮ ✰ ✧✥✩❭♥✧ ✮

✐ ❢ ❧❡♥ ✭ ❤♦❧❞ ✮ ❂❂ ✺ ✿

①✵ ❂ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✶ ❪ ✮

②✵ ❂ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✷ ❪ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧♥t❂✷✱✥①✵❂✧ ✰ str ✭ ✭ ①✵✰s ❤ ✐ ❢ t ✮ ✯ ❢ ❛ ❝ t ♦ r ✮ ✰ ✧ ✱

✥②✵❂✧ ✰ str ✭ ②✵✯ ❢ ❛ ❝ t ♦ r ✮ ✰ ✧ ✱ ✥①❂✧ ✰ str ✭ ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞

❬ ✸ ❪ ✮ − ①✵ ✮ ✯ ❢ ❛ ❝ t ♦ r ✮ ✰ ✧ ✱ ✥②❂✧ ✰ str ✭ ✭ ❢ ❧♦❛t ✭ ❤♦❧❞ ❬ ✹ ❪ ✮ −
②✵ ✮ ✯ ❢ ❛ ❝ t ♦ r ✮ ✰ ✧✥✩❭♥✧ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮



✶✺✼

✐♥♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

♣r✐♥t ✧❉♦♥❡ ✦ ✧

❞❡❢ t r ❛ ♥ s ❧ ❛ t ❡❊♥ t ✐ r ❡ ✭ ❢ ✐ ❧ ❡ ■ ♥ ✱ ❢ ✐ ❧ ❡❖✉t ✱ r❛❞ ✐✉ s ✮ ✿

t r ❛ ♥ s ❧ ❛ t ❡ ✭ ❢ ✐ ❧ ❡ ■ ♥ ✮

♦✉t♣✉t ❂ ♦♣❡♥✭ ❢ ✐ ❧ ❡❖✉t ✱ ✬✇ ✬ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✧❘❋●✉♥❭♥❭♥✫r❡❣ ✥❦♣r♦❜❂✶✱❭ t ✦ ✥ ❙✉♣❡ r ❢ ✐ s❤ ❭ ♥ ✐ ❝ ② ❧ ✐ ♥❂✶❭t ✦

✥ ❈② ❧ ✐ ♥❞ r ✐ ❝ ❛ ❧ ✥s②♠♠❡tr②❭♥❞①❂✳✵✸✺ ✱❭ t ✦ ✥▼❡s❤✥ ✐ ♥ t ❡ r ✈ ❛ ❧ ❭ ♥ ❢ r ❡q

❂✹✾✺✳✵ ✱❭ t ✦ ✥ ❙ t❛ r t ✐ ♥❣ ✥ ❢ r❡q✉❡♥❝② ❭ ♥①❞r ✐ ❂✶✸✳✵✷✺ ✱ ②❞r ✐❂✧ ✰ str

✭ ✵ ✳ ✶✯ r❛❞ ✐✉ s ✮ ✰ ✧ ✱❭ t ✦ ✥❉r✐✈❡ ✥ ♣♦ ✐♥t ✥ ❝♦♦ r❞ ✐♥❛ t ❡ s ❭♥❦♠❡t❤♦❞❂✶❭t ✦ ✥

❯s❡✥❜❡t❛ ✥ t♦ ✥❝♦♠♣✉t❡✥✇❛✈❡✥♥✉♠❜❡r❭♥❜❡t❛❂✵✳✾✺✥✫❭t ✦ ✥ P❛ r t ✐ ❝ ❧ ❡ ✥

✈ ❡ ❧ ♦ ❝ ✐ t ② ✥ ❢ ♦ r ✥ t r ❛♥ s ✐ t−t✐♠❡✥ ✐ ♥ t ❡ ❣ r ❛ ❧ s ❭♥✧ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ ✬ ❭♥ ✬ ✮

✐♥♣✉t ❂ ❢ ✐ ❧ ❡ ✭ ✧❚r❛♥s ❧❛t❡❞ ✳ t①t ✧ ✱ ✬ r ✬ ✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✇❤✐❧❡ t❡♠♣ ✿

♦✉t♣✉t ✳ ✇r ✐ t ❡ ✭ t❡♠♣✮

t❡♠♣ ❂ ✐♥♣✉t ✳ r ❡ ❛❞ ❧ ✐ ♥ ❡ ✭ ✮

✐♥♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

♦✉t♣✉t ✳ ❝ ❧ ♦ s ❡ ✭ ✮

❚❤❡ ❝♦❞❡ ❡①❝❡r♣t ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❣✉♥ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞

❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ✜❧❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❆✉t♦✜s❤ ✐♥♣✉t✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣✉♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❝❛❧❧

t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ✏❙❋❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✳♣②✑✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣✉♥ ❣❡♦♠❡t②✳

❃❃❃ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❂ ❬ ✶ ✸✹ ✳ ✷ ✹ ✱ ✻ ✳ ✵ ✱ ✶✵ ✳ ✵ ✱ ✹ ✳ ✵ ✱ ✶✵ ✳ ✵ ✱ ✶✸ ✳ ✵ ✱ ✶✷✼ ✳✾✺ ✱

✺✷ ✳✼✸✹ ✱ ✻✵ ✳ ✵ ✱ ✸✵ ✳ ✵ ✱ ✶ ✺ ✳ ✵ ❪

❃❃❃ ❙❋❈♦❧ ❧ ❡❝ t ✐♦♥ ✳ ❞r❛✇●✉♥✭ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✱ ✧ ■♥♣✉t✵✶ ✳ t①t ✧✮



✶✺✽

❃❃❃ ❙❋❈♦❧ ❧ ❡❝ t ✐♦♥ ✳ t r ❛ ♥ s ❧ ❛ t ❡❊♥ t ✐ r ❡ ✭✧ ■♥♣✉t✵✶ ✳ t①t ✧ ✱ ✧❘❋●✉♥✳ ❛ ❢ ✧ ✱

✶✸✹ ✳✷✹ ✮
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❱■❚❆

❑✐rst❡♥ ❊❧✐③❛❜❡t❤ ❉❡✐tr✐❝❦

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❤②s✐❝s
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