Theoretical Computer Science 38 (1985) 123-132 123
North-Holland

NOTE

ENSEMBLES CODE-COMPATIBLES ET UNE
GENERALISATION DU THEOREME DE
SARDINAS-PATTERSON

Do Long VAN

Institute of Mathematics, P/O Box 631 Bo Ho, Hanoi, Vietnam, et L.I.T.P., Université Paris 7, 2
Place Jussieu, 75221 Paris Cedex 05, France

Communicated by M. Nivat
Received June 1984
Revised November 1984

Résumé. On note A™ le monoide de tous les mots finis et infinis sur un alphabet A. La code-
compatibilité d’une paire (X, Y) de parties de A™ est définie. Une condition nécessaire et suffisante,
qui est une généralisation du théoréme de Sardinas et. Patterson, pour que (X, Y) soit code-
compatible est établie. Il est démontré que la classe des sous-monoides de A* engendrés par un
code infinitaire est formée par I'intersection, et aussi que, pour tous codes infinitaires X et Y,
X*NnY*=(XNnY)*ssi(X,Y) est code-compatible.

Abstract. One denotes by A™ the monoid of all finite and infinite words over an alphabet A. The
code-compatibility of a pair (X, Y) of subsets of A™ is here defined. A necessary and sufficient
condition, which is a generalization of the Sardinas-Patterson theorem, for (X, Y) to be code-
compatible is established. It is shown that the class of the submonoids of A generated by an
infinitary code is closed by intersection, and also that, for any two infinitary codes X and Y,
X*nY*=(XnY)*iff (X,Y) is code-compatible.

Introduction

Etant donné un alphabet non-vide A on note A* le monoide libre engendré par
A, i.e., 'ensemble de tous les mots finis sur A, y compris le mot vide noté 1, muni
de I'opération de concaténation. La longeur d’'un mot f de A* est notée |f], et, pour
tout n, 1 < n<|f], f(n) désigne la n-iéme lettre du mot f. L’ensemble des mots infinis
sur A est noté A®. Chaque mot u de A“ est une application u:N* > A qu’on écrit
souvent sous la forme u=u(1)u(2).... On pose A= A*U A®, A" = A" {1} et
on appelle infinitaire (respectivement finitaire, purement infinitaire) toute partie X
de A% (respectivement A*, A®).
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On munit A* d’un produit prolongeant celui de A* de la maniére suivante:
Yuec A°Vac A” : ua=uy,

f(n) pour 1< n<|f],

u(n—|f]) pour n>|f].

Il n’est pas difficile de vérifier que A™ est alors un monoide.
Pour chaque partie X de A* on note X5, =X n A* et Xj,r= X n A” et définit

Vfc A*Vue A® : (fu)(n)={

X@ =11},
X=X
XD =X XUV j=2.

On appelle code infinitaire toute partie X de A™ telle que, pour tous n,m=1 et
pour tous X, ...x,e X", x}... x' e X" Iégalité

xl...xnle...xm

implique n=m et x;=x! (i=1,..., n). Les codes infinitaires ont été considerés en
[6, 7]. Dans cette note, la code-compatibilité d’une paire (X, Y) de parties de A~
est introduite. Une condition nécessaire et suffisante, qui est une généralisation du
théoréme de Sardinas-Patterson (cf. [4, 3, 1, 6]), pour qu’une paire (X, Y) de parties
de A™ soit code-compatible est établie. Il est démontré que la classe des sous-
monoides quasi-libres i.e., des sous-monoides engendrés par un code infinitaire, est
fermée par intersection, et que, pour tous codes infinitaires X et Y, X*n Y*=
(XN Y)* ssi (X, Y) est code-compatible.

Dans la suite, sauf spécification contraire, le mot ‘code’ désignera un code
infinitaire. Rappelons que pour toutes parties X et Y de A les parties Y 'X et
XY ™! sont définis comme suit:

Y ' X={aec A®|ABc Y:(Bae X) & (|B| =0~ a=1)},
XY '={ac A®|3Be Y:aB e X}.

1. Ensembles code-compatibles

Soient X et Y deux parties de A”. On dit que la paire (X, Y) est code-compatible
si, pour tous n, m=1 et pour tous x,...x,€ X, y, ...y € Y™ Iégalité

X1 oo eXn=Y1+++Vm
implique n=met x;=y;, (i=1,...,n).

Evidemment, une partie X de A™ est alors un code ssi (X, X) est code-compatible.

Exemple 1.1. Soient A={aq, b}, X ={a, ab, ba}, Y ={b, ab, ba}. 11 n’est pas difficile
de verifier que (X, Y) est code-compatible quoique ni X ni Y ne soient des codes.



Ensembles code-compatibles 125

Exemple 1.2. Soient A={a, b}, X ={aq, ba}, Y ={a, ba}. Evidemment, X et Y sont
des codes. Mais (X, Y) n’est pas code-compatible car a.ba = ab.a.

Une paire (X, Y) de parties de A” est dit préfixe-compatible (suffixe-compatible)
si aucun élément de X n’est facteur gauche (droite) propre d’un élément de Y et
réciproquement. Une paire (X, Y) est bipréfixe-compatible si elle est 2 la fois
préfixe-compatible et suffixe-compatible. On a évidemment la proposition suivante.

Proposition 1.3. Toute paire préfixe-compatible (suffixe-compatible, bipréfixe-compat-
ible) (X, Y) # ({1}, {1}) est code-compatible. En particulier, toute partie préfixe (suffixe,
bipréfixe) X # {1} est un code.

Proposition 1.4. Si (X, Y) est code-compatible, alors (X*, Y*) est aussi code compat-
ible pour tout k= 1. En particulier, si X est un code, alors X* est aussi un code pour
tout k=1.

Preuve. Poson X'=X* Y'=Y* Soientx,... x,e X",y ...y e Y™ (n,m=1)
tels que

Soient ensuite
Xj=Xy...%, (i=1,...,n),

yjl'zyjl"'yjsj (j=1’°"9m)a

ou x;€X, ypeY (Islsr; 1<t<s; 1<r,s55<k). Comme x},...,x,_,€ Xi,,
Y1 --rsVm-1€ Yin, on doit avoir r,=-:-=r,_;=8;,=---=5,,_,=k On a donc

x“ o .. xlk. .. xn_l,l ... x"._l’kxnl o o xn,"

=Yk VYm-11- - Ym—1,kYmt - « « Yms,

ou la partie gauche et la partie droite sont dans X (" "V**%) gt Y{(m~Vk*5.) regpective-
ment. Comme (X, Y) est code-compatible, onen déduit (n —1)k+r,=(m—1)k+s,,
donc r, = s,,, €t par conséquent n=met x;, =y, pouri=1,...,n;t=1,..., r,dou
xj=yipouri=1,...,n Ainsi, (X¥ Y*) est code-compatible. [

Disons que (X, Y) est contenu dans (X', Y') etnotons (X, Y)< (X', Y)siX < X'
et Y < Y'. Soit maintenant % I’ensemble ordonné par < des parties code-compatibles
contenant une paire code-compatible (X, Y), et soit € une chaine (i.e., partie
totalement ordonnée) de F. Il est facile de vérifier que (U x- ye ¢ X', U (x" yyee Y7
est le plus petit majorant de €. D’aprés le lemme de Zorn, ¥ contient un élément
maximal. On a donc la proposition suivante.

Proposition 1.5. Toute paire code-compatible (X, Y) sur un alphabet A est contenue
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dans une paire code-compatible maximale sur A. En particulier, tout code X sur A est
contenu dans un code maximal sur A.

2. Généralisation du théoréme de Sardinas—Patterson
Pour chaque paire (X, Y) de parties de A™ on définit de la maniére suivante les
ensembles U,(X, Y), Vi(X, Y), Wi(X, Y), abrégés par U, V, W, (i=1,2,...):
U=Y'X-{1}, Vi=X"'Y-{1},
Uwn=Y'Uu Vi'X, Via=X"'V,u U7y,
W,=UuwV, i=l.
Lemme 2.1. Pour tous X, Y < A™:
(1) Sin=2 est le nombre naturel le plus petit tel que 1€ W,, alors
Vke{l,...,n}3ij=0:
Bue U uXPnYP %0, i+j+k=n,|u/=0->i=0)v
BoeVi=XPnoYV g, i+j+k=n,|v|=0->j=0). (2.1)
(i) VnVke{l,...,n}:
[3i,j=0Fue U: uXnYP#0,i+j+k=n|u/=0->i=0)v
(Bve Vi XV oYV i+j+k=n|v|=0->j=0)]>1e W,
Preuve. Les énoncés se prouvent par récurrence descendente sur k. Dans la suite,
pour simplifier des notations on notera respectivement par (a) et (b) les expressions:
(a) uXPnYPV#@ i+j+k=n,|uj=00->i=0
et
b)) XPnoYP#p i+j+k=n|vj=0->j=0.

(i) Supposons que n =2 soit le nombre naturel le plus petit tel que 1€ W,.

Si k= n, alors selon que 1€ U, ou 1€ V, on a bien (a) avec u=1, i=j=0 ou (b)
avec v=1, i = j =0 respectivement.

Supposons maintenant que n> k=1 et que I’énconcé vrai pourn,n—1, ..., k+1.
Comme 1€ W, il existe, d’aprés I’hypothése de récurrence deux entiers i’, j' et il
existe ou bien u'e U, tel que

@) uXPAY2g i'+j+k+1=n|u|=0->i"=0,
ou bien v’'e V., tel que

) XOnNoYY#Q i'+j'+k+1=n,|v|=0-j=0.
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Supposons, par exemple, (a) vrai (dans le cas ou (b) est vrai, le raisonnement se
fait d’une fagon similaire). On a donc xe X, ye YY" tels que

u'x=y.

Comme u’' e U,,,, deux cas sont possibles:
Cas 1. u'e Y''U, i.e., il existe ze Y, ue U, tels que

!

u=eu', |z|=c0>u'=1.

On a donc
ux = zu'x = zy.

Si |u|=00, alors i'=0,x=1, j'+k+1=mn, |u|=, z€ Yz, et u=zy. D’ot uX”n
YY"V %9, Ainsi on a (a), et par conséquent (2.1), avec i =0, j=j'+1.

Si |u]<oo et |u|<, alors z€ Yg,. Donc uX™ ~ YU*V 3@ On a alors (a), et
par conséquent (2.1), avec i=1i', j=j'+1.

Si |u'| <ooet|u] =00, alors u'=1 et u =z Les entiers i’ et j' doivent alors en méme
temps étre égaux a 0 ou non.

Si i'=j'=0, alors k+1=n, L’égalité u=z implique uX‘?~ YV @. On a donc
(a), et par conséquent (2.1), avec i=0, j=1. .

Sii',j'#0, alors k+1<n, ce qui n’est pas possible carona 1=u'e Uy,, c Wi,,.

Cas 2. U'e Vi'X, i.e., il existe ve V, ze X tels que

z=ou', |lv]=c0>u'=1.
On a alors
zZx = vu'x = vy.

Si|u|=00,alors i'=0,j'+k+1=n, z€ X;pg, |v]| <0 et z=vy. Dot XV~ oYY %
@, i.e., on a (b), et par conséquent (2.1), avec i=1, j=j'.

Si |u'| <o et z€ X, alors |v| <co. L’égalité zx = vy implique X" *V A~ oYY #¢.
Ainsi on a (b), et par conséquent (2.1), avec i=1'+1, j=j".

Si [u]<co et z€ Xiyy, alors u'=1¢et z=v. Si i'=j' =0, alors k+1=n. Comme
z=y,ona XPnoY?P#9, ie., on a (b), et par conséquent (2.1), avec i=1, j=0.
Sii',j'#0, alors k+1<n ce qui n’est pas possible parce que 1=u'e U,,, < Wi,,.

(ii) Soit ke{l,..., n} et supposons

Vi,j=0:
Bue U uXPn YD %9 i+j+k=n,|uj=00>i=0)v
(Fve Vi XPnoYP#g, i+j+k=n, |v|=0>j=0).

On doit montrer que 1€ W,. Supposons qu’il existe u € U, tel que (a) soit satisfait
(dans le cas ou il existe v € V, tel que (b) soit satisfait le raisonnement se fait d’une
fagon similaire).

Sik=n,alors i=j=0. Douu=1e U =U,c W,.
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Soit maintenant n> k=1 et supposons I’énoncé vrai pour n,n—1,..., k+1.
Soit

UXy ... X =Y, ...

avec x,,..., %€ X", y,,...,y;€ YV. Deux cas sont possibles:

Cas 1. |u|=c0.Alors i=0,j+k=nj=letu=y,...y. Donu'=y,...y€ Ui,
On a alors w’X© A YU ™V 5@ 0+ (j—1)+ (k+1) = n. D’aprés 'hypothése de récur-
rence, le W,

Cas 2. |u|<c.Sij=0,alors i=0,u=1, k=n Dot l=uelU,=U,=W,.

Supposons j = 1. Si|u|=|y|, disons u = y,u’,alors u’ € Upy et u'x, ... x;=y,... ¥,
Donc ' XA YV V%@ i+(j—1)+(k+1)=n,|u’|=0-i=0.D’aprés I'hypothese
de récurrence on doit avoir 1€ W,. Si |u|<|y,|, disons y, =uv, alors ve V4, et
Xp...x=0y,...7. D00 XV oYU V%P i+(j-1)+(k+1)=nlv|=c0>(j-1)=
0.

D’apreés I’hypotheése de récurrence ona 1e W,. [

Théoréme 2.2. Soient X et Y deux parties de A*™. Alors (X, Y) est code-compatible
ssi aucun des ensembles W,(X, Y) ne contient le mot vide 1.

Preuve. Si (X, Y) n’est pas code-compatible, il existe i,j=1, x,...x,€ X",
yi-..y,€ YO tels que

xl...x,‘=y1...yj aVer1¢y1.

Deux cas sont possibles:

Cas 1. |x;|>|y,|. Alors x, =y,u avec 1 #ue U,.

Si|x,| =0, alors i=1, |y,| <, |u|=00.0nadoncu=y,...y,j=2. Dot uX?n
YY"V 9. En vertu du Lemme 2.1(ii) on doit avoir 1€ Wy, ;_y)«; = W,

Si |x,| <o, alors |u|<00. On a donc ux,...x;=y,...y, j=2. Dot uX"""n~
YY"V #@. En vertu du Lemme 2.1(ii), 1€ W(;_j)+-1y01= Wirj_1.

Cas 2. |x;| <|yi|- Alors x,v=y, avec 1# ve V,. Le raisonnement se fait d’une
facon similaire.

Supposons maintenant qu’il existe des ensembles W, qui contiennent le mot
vide 1. Soit n=2 le nombre naturel le plus petit tel que 1€ W,. En vertu du
Lemme 2.1(i) il existe deux entiers i, j =0 tels que ou bien il existe u e U, tel que

(a), ou bien il existe ve V, tel que (b). Il suffit de traiter le premier cas. Soit
uxl...xi=y1...yj

avec X, ..., XV, y,...y,e YV,
Comme uc U,, il existe xe X, ye Y tels que

X = yu,

ou x# y car u#1.
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Si |u| <0, alors x € Xg,, ¥€ Ygn. On a donc
XXy XS YUXy X S Y- Y

avec x # y, ce qui montre que (X, Y) n’est pas code-compatible.
Si |u| =00, alors i =0, x € Xjr, ¥ € Ygn. Donc

u-= Vi .. y]
D’ou

X=YU=YY,...);
avec x # y, ce qui montre également que (X, Y) n’est pas code-compatible. []
Exemple 1.1 (suite). On a U(X, Y)={a}, Vi(X,Y)={b}, et par conséquent

W.(X, Y)={a, b}, pour tout i=1. En vertu du Théoreme 2.2, (X, Y) est code-
compatible.

Exemple 1.2 (suite). On a
U(X, Y)=90, Vi(X, Y)={b}, Wi(X, Y)={b},
UyX, Y)={a}, VX, Y)=0, WX, Y)={a},
Us(X, Y)={1}, Vi(X, Y)={1}, Wi(X, Y)={1}.
En vertu du Théoréme 2.2, (X, Y) n’est pas code-¢compatible.

Evidemment pour tout X< A™, U(X, X)=V(X, X)=W(X, X), i=1,2,....
Donc U;(X, X') noté aussi par U,(X) peut se récrire comme suit

U(X)=X""X—{1},
Ui+l(X):X—lUi(X)U Ui(X)-IXa 1=1.

En vertu du Théoréme 2.2 on a donc le corollaire suivant.

Corollaire 2.3 (cf. [6]). Pour toute partie X de A™, X est un code ssi aucun des
ensembles U,(X) ne contient le mot vide 1.

3. Intersection des sous-monoides de A”

Proposition 3.1. La classe des sous-monoides de A, A={a, b}, qui ont un ensemble
générateur minimum n’est pas fermée par I’ intersection.
Preuve. Soient
X ={a'ba’"'b|i=1(mod 2)}u{a’b|i=1 (mod 6)}
w{a'ba’™'b...|i=2(mod 6)},
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Y ={a'ba’*'ba’**b|i=1(mod 3)}u{a’ba’'b...a"*b|i=1(mod 6)}
u{a'ba™'b...|i=6(mod 6)}.

Il n’est pas difficile de vérifier que X et Y sont des ensembles générateurs minimums
des sous-monoides X™* et Y* respectivement.

Maintenant, si Z est un ensemble générateur arbitraire de X*n Y*, alors Z doit
contenir {a'ba”*'b...a"*’b|i=1(mod 6)} et aussi un nombre infini des €léments
a'ba’'b...,i=1 (mod 6). Mais alors, en supprimant de Z un nombre fini de ces
derniers éléments on a quand méme un ensemble générateur de X*~ Y*. Donc
X*n Y* n’a pas d’ensemble générateur minimum. []

Pour tout sous-monoide M de A™ on pose
Frny = (Mg, — 1) — (Mg, — 1)2, Ing = Mine— FyMiys,
RM=MinfmF‘K4 et GM=FMUIMURM.

Il est montré dans [7] que G, est un ensemble générateur de M.

Maintenant soit X une partie de A”. Soient z, et z, deux éléments de (X™*);,r.
Disons que z, est contenu dans z,, z,> z,, s’il existe u € Fy+=(Xg,— Xg.Xen) " tel
que z, = uz,.

Lemme 3.2. Si X < A est un code, alors toute chaine ascendante d’éléments de
(X*)infs
2, <2< gy

est finie.

Preuve. Supposons qu’il existe une chaine ascendante infinie d’éléments de (X™*),,,
Zl<22<‘ * ‘<Zﬂ<. AR

Pour chaque n=2 il existe, par la définition de la relation “<”, des éléments
u,...,u,_, de Fx.tels que

Zi= Uy ... Uy 2

Soient z;=x;...x,€ X", z,=x,...x e X avec x, x'€ X, Soient u;=
Xiy - Xy X € X (iSk<t,i=1,...,n). Alors
FAED TR AL PR N SEPT TR SIS S 4
Avec n assez grand on a évidemment

ey oo x| <|xqy .. Xigg oo Xno10-e-Xnop,6_, X1 - X5l,

et, par conséquent, z, a deux factorisations différentes en éléments de X, contraire-
ment a ce que X est un code. O
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Théoréeme 3.3. L’intersection d’une famille quelconque de sous-monoides quasi-libres
de A% est aussi un sous-monoide quasi-libre.

Preuve. Soit (M;);.; une famille de sous-monoides quasi-libres de A™ et soit M =
(,c; M. Notons par X; la base de M, (icI) et par #(Iy U Ry) I'ensemble des
éléments maximaux de I, U Ry, ainsi défini:

./tt(IMURM)={Z€ IMURMl—\az,E IMURM:Z<Z’}.
Posons

Démontrons que M est quasi-libre avec la base Z. Tout d’abord comme G, est un
ensemble générateur de M, en vertu du Lemme 3.2, Z est aussi un ensemble
générateur de M, Z* = M. 1l suffit de démontrer que Z est un code. En effet, si Z
n’est pas un code, il existe z,...z,e Z™, z} ...z, e Z'™ (n,m=1) tels que

avec z; # z;, disons |z,|>]|z}|. Alors z,=zju pour un mot u# 1. Deux cas sont
possibles:

Cas 1. z,€ F,. Alors zi€ F,,.

Soient z; =X, ... Xj,, Zi =X}y ... Xk, OU X3, Xi,€ X; pour i quelconque de I
(Islsrnlst<ss,j=1,...,n k=1,..,m). Alors

— 4! ! ! !
x“...xlrl...xnl...xn, —x“...xlsl...xml...xmsm.

n

Comme X, est un code, il en résulte

— 3/ — 5!
5 et xll_xlla"°axnr,,—xmsm'

n
L=
j=1 1

ZE

L’égalité z, = zju implique r,> s, et u =X, 5 4, .. . X),,. Ca signifie que u € M; pour
tout i€ I, i.e., u€ M, contrairement a ce que z, € F,,.
Cas 2. zye M(Iyy U Ry ). Alors n=1, m=2, donc

2y =2y Zigy
ou Zy,...,2Zm— € Fap zp,€ M(Ips U Ry ). Mais alors on a z;<zj ce qui est en
contradiction avec la maximalité de z,. Ainsi, Z doit étre un code. [

Théoréme 3.4. Soient X et Y deux codes sur un alphabet A. Alors X* ' Y*=(X n Y)*
ssi (X, Y) est code-compatible.

Preuve. Supposons que (X, Y) soit code-compatible. Soit ze X*n Y*. Alors il
existe X, ... X, € X, y, ...y, Y™ (n, m=1) tels que

Z=X1 . . Xn = VY1 e Ve
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De la code-compatibilité de (X, Y) onen déduitn=m et x;,=y, pouri=1,...,n
Donc ze(X n Y)*. Ceci montre que X*n Y*< (X n Y)* L’inclusion inverse
X*NY*2(X N Y)* est triviale. Ainsi X*n Y*=(Xnn Y)*

Réciproquement, supposons que X*n Y*=(X n Y)*. Soit ensuite

xl...x,,=y1...ym

avec X, ... X%, € X, y1...yme Y™ (n,m=1). Alors il existe z,...ze(Xn Y)?"
tel que

Zt e . 1= X X =V Ymee

Comme X est un code,onal=netz;=x; (i=1,...,1). D’autre part, comme Y
est un code, on doit avoir I=m et z;=y; (i=1,...,1). Donc n=m et x;=y;
(i=1,...,n), ceci montre que (X, Y) est code-compatible. [
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