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RbumC. Nous montrons que d’une suite infinie de mots finis ou infinis on peut extraire une 
sous-suite croissante pour le pri-ordre ‘6tre un sous-mot de’; ceci constitue le thiortme de Higman 
etendu aux mots infinis. Puis nous gineralisons le theoreme de Simon aux mots infinis. 

Abstract. We prove that from an infinite sequence of finite or infinite words on a finite alphabet 
one can extract an increasing subsequence for the quasi-order ‘be a subword of’; that is, the 
extension of Higman’s theorem to infinite words. Then we.generalize Simon’s theorem for infinite 
words. 

1. Introduction 

Le but de cette note est d’etendre le theoreme de Higman [ 1, 2, 31 et le theorime 
de Simon [3, 61 aux mots infinis. Autrement dit now montrons que de toute suite 
infinie de mots finis ou infinis on peut extraire une sous-suite croissante pour le 
pre-ordre ‘&re un sous mot de’, note / . De plus nous montrons qu’etant donne 
deux mots u et ZJ ayant le m$me ensemble de sous-mots de longueur n il existe un 
mot w tel que u/w, V/W et tel que w ait les m2mes sous-mots de longueur n que u 
et v. 

La propriete, pour un ensemble infini muni d’un pre-ordre, de contenir deux 
elements comparables a ete CtudiCe par beaucoup d’auteurs et a fait l’objet d’un 
historique [2]. Citons, pour exemple, deux ensembles pre-ordonnes sur lesquels la 
propriete precedente est v&ifiCe: sur l’ensemble des vecteurs d’entiers positifs muni 
de la relation d’ordre habituelle cette propriete est connue comme le lemme de 
Dickson; sur l’ensemble des mots finis (sur un alphabet fini) muni de la relation 
de prC-ordre %tre un sous mot de’, il s’agit d’une application du theoreme de Higman 
aux mots finis. 

La preuve du theorime de Higman, donnee, par exemple, dans [3], ne se generalise 
pas de facon immediate aux mots infinis: le probleme est qu’on ne peut pas parler 

0304-3975/85/$3.30 @ 1985, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland) 



138 A. Finkel 

d’un mot infini u plus court qu’un mot infini o. L’extension de la preuve, aux mots 
infinis, se fait en remarquant que tout mot infini u peut s’ecrire sous la forme 
u = u’u” oi.i u’ est un mot fini (eventuellement vide) et u” un mot infini dit ‘equitable’ 
tel que toute lettre qui appara?t dans u” y apparaTt une infinite de fois. 

Nous avons appris, apt& avoir ecrit nos preuves, que Erdiis, Higman, Mimer, 
Nash-Williams, et Rado avaient demontre [4,5] de facon tres g&r&-ale le theoreme 
de Higman etendu aux mots infinis a supports ordinaux. Notre demonstration reste 
interessante pour deux raisons: 
- elle est plus simple que celle donnte en [4], 
- elle fait apparaitre la decomposition d’un mot infini en un mot fini et en un mot 

infini equitable. 
Cette decomposition, canonique, permet la demonstration du theoreme de Simon 
[6] qui, lui, n’a jamais CtC generalise aux mots infinis. 

Le theoreme de Simon enonce que pour tous mots finis u et V, pour tout entier 
n > 0, si u et v ont les m2mes sous-mots de longueur n il existe un troisieme mot 
w tel que u et ZI soient sous-mots de w et tel que w ait les m2mes sous-mots de 
longueur n que u et 2). 

L’extension du theoreme de Simon repose sur deux faits: premierement l’ensemble 
des sous-mots de longueur n d’un mot infini u peut &re obtenu comme I’ensemble 
des sous mots de longueur n d’un facteur gauche u’ de u; deuxiemement si deux 
mots infinis u et v possedent le mgme ensemble S( n, u) = S( n, v) de sous-mots de 
longueur n, alors S( n, u) contient l’ensemble des mots de longueur n construits sur 
I’ensemble equ( u, v) des lettres qui apparaksent une infinite des fois dans u ou 
dans v. 

Un mot infini w qui a comme diviseurs deux mots infinis u et v, possedant le 
m$me sous-ensemble de mots longueur n, s’obtient alors en appliquant le theoreme 
de Simon (pour les mots finis) a deux facteurs gauche u’ et v’ de u et v correctement 
choisis. Soit w’ le mot fini ainsi obtenu qu’on complkte alors par un mot infini 
equitable w” quelconque sur l’alphabet equ( u, v) defini ci-dessus. On a alors w = 
w’w”. 

2. DCfinitions et notations 

On note A* le monoide libre engendre par l’alphabet A, et A” l’ensemble des 
mots infinis sur A; on pose A” = A* LJ A”. On designe par IAl le cardinal de A et 
par lul la longueur du mot u. Le mot vide a une longueur nulle et est note A. A” 
designe l’ensemble des mots de longueur n sur l’alphabet A et A.B est l’ensemble 
defini de la man&e suivante A.B = { a.b 1 a E A et 6 E B}. Si u est un mot et p un 
entier positif, on notera u[p] le facteur gauche de u de longueur egale a p. 

DCfinition. Soient u et v deux mots de A*. u &vise v (on note u/v) s’il existe un 
mot w de A* tel que v = w1u,w2u2.. . w,u,w,+, avec u = u1 . . . u, et w = wl.. . w~+~, 
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les Ui pour i = 1, . . . , n &ant des lettres de A, les Wj pour j = 1, . . . , n + 1 etant des 
mots de A*. 

On &end de facon naturelle cette relation sur A”. Remarquons que / est une 
relation d’ordre sur A* mais seulement un pre-ordre sur A”: en effet, cette relation 
n’est plus antisymetrique sur A” comme le montre l’exemple suivant: (ab)“/( a&)” 
et (aub)“/(ab)” mais (ab)” n’est pas egal a (aab)“. 

Lemme 2.1. Soient f et g deux mots finis et u et v deux mots de A”. Si f/g et u/v, 
alors fu/ gv. 

Notations. Si u E A”, on note equ( u) le sous-ensemble de A d&nit par equ( u) = 
@Ab, = 00) et alph( u) le sous-ensemble de A definit par alph( u) = {a E A 1 u, # 0) 
oti u, designe le nombre d’occurrences de la lettre Q dans le mot u. 

Dkfinition. Un mot u de A” est equitable si equ( u) = alph(u). 

Lemme 2.2. Tout mot, fini ou infini, u de A” se factorise de fagon canonique en un 
mot fini u’ de longueur minimale et un mot injini u” iquitable (tkentuellement vide). 

Exemple. Le mot u = abac admet une factorisation u = U’U” avec u” = A. Le mot 
u = ab’a( CU)~ s’ &it u = u’u” avec u’ = a65 et u” = ( UC)~ ; en effet, ab5a( CU)~ n’est 
pas la factorisation cherchee car la longueur de ab5a est strictement plus grande 
que celle de ab5. 

Donnons une caracterisation complete des mots qui se divisent l’un l’autre. 

Lemme 2.3. Soient u, v E A*. 1.41 v et v/u si et seulement si il existe un mot Jini 14’ et 
un sous-alphabet B E A tels que u = u’u”, v = v’v” avec I./’ et v” deux mots iquitables 
SW B. 

Preuve. L’implication de droite a gauche etant evidente, montrons la reciproque. 
Par hypothese, u/v et v/u done u et v ont la mime longueur. Si la longueur de u 
est finie, alors u = v et le lemme est trivialement verifie. Supposons done que IuI = co; 
en utilisant le Lemme 2.2, on sait qu’il existe deux sous-alphabets B, et B2 de A 
tels que u = u’u”, v = v’v” avec u’, v’ E A* et u”, v” Cquitables sur B,, BZ. 

Montrons que B, est inclus dans BZ. 
a E B,G u = u’au,uu2a.. . au,a.. . avec u’, ui( i> 0) des mots de A*. Comme 

u/v, a E BZ. D’ou par symetrie on obtient B, = B2 = B. 
Posons done u = u’u”, v = v’v” avec u’, v’ E A* et u”, v” Cquitables sur B. Montrons 

maintenant que u’= v’. Supposons les differents, done, par exemple, u’ different du 
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mot vide. u’ peut done s’ecrire u’= uic avec ul, E A* et c & B. I1 est facile de voir 
que ZJ’ f A. Posons done v’ = u:d avec vi E A* et d ti B, Comme u/v on a u{ c/ v’,d 
done aussi vid/u’,c puisque v/u. D’ou u’ = v’ ce qui est en contradiction avec 
I’hypothese choisie d’oti u’= 21’. Cl 

Corollaire 2.4. Pour tout u E A” il existe deux mots jinis f et g tels que fg”/u/fg”. 

D&inition. Soit n > 0, on dit que deux mots u et v de A 
les msmes sous-mots de longueur n. On notera u = n v si 
(xlu~x/v)). 

sont n-equivalents s’ils ont 
pourtout x~A~(Ixl=n* 

Ikmme 2.5. Soient u, v E A* et n > 0. Soient u = u’u” et v = v’v” les factorisations 
selon le Lemme 2.2 et n > max{lu’l, lvj}. Alors u = n v 3 alph( u”) = alph( v”). 

3. Thkorkmes de Higman et de Simon appliquks aux mots infinis 

Thiorkme 3.1. Soit {u,} une suite ci t%!ments dans A”. Aiors il existe une sous-suite 
( ui, } croissan te pour le prbordre / . 

Preuve. Avec le Lemme 2.2 chaque u, se decompose de facon canonique en un mot 
fini uk et un mot equitable infini uz. Comme A est fini, il ne contient qu’un nombre 
fini de parties; on peut done extraire de la suite {u,} une sous-suite {urn} telle que 
tous les 24:” sont ecrits sur le m2me sous-alphabet de A. On pose, pour tout n, 
v: = u:, et vz = ~4:~. 

On applique le theoreme de Higman a la suite de mots finis v; done il existe une 
suite {qn} d’entiers telle que, pour tout n, vb, divise vb,+, (1). Comme d’autre part 
tous les v: sont Cquitables sur un mcme alphabet on utilise le Lemme 2.3 pour dire 
que: pour tout n, v& divise v:“+, (2). En reunissant (1) et (2) on obtient avec le 
Lemme 2.1. 

Pour tout n, vb,vGn divise z$+,v~~+,; c’est-a-dire, pour tout n, un4 divise un4 . La 
” 

suite cherchee est done {u,~ }. 
n+* 

Cl 
n 

Introduisons les notations suivantes. 

Notations. S( n, u) est l’ensemble des sous-mots de u de longueur n, equ(u, v) 
designera l’ensemble equ( u) u equ( v). Rappelons que u = u’u” est la decomposition 
canonique (selon le Lemme 2.2) d’un mot u en un mot fini u’ de longueur minimale 
et un mot u” equitable. 
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ThCoriime 3.2. Soient u et u deux mots de A” n-equivalents. Alors il existe au moins 
un mot w de A” tel que u/w, v/w et tel que u=,,w=,,v. 

La preuve de ce theoreme repose SW les deux lemmes suivants. 

JAmme 3.3. Pour tout mot u de A”P et pour tout entier n il existe un motfini x, facteur 
gauche de u, tel que u = ,x. 

Lemme 3.4. En utilisant les notations introduites ci-dessus on a : u = n v implique que 
l’ensemble des mots de longueur n sur l’alphabet equ( u”, v”) est inclus dans S( n, u) = 
S(n, 4. 

Preuve du Lemme 3.3. On a u = u’u” avec equ(u”) = alph(u”). Notons 
equ( u”) = {a,, . . . , ak}. Soit p le plus petit entier tel que u”[p] = 

1 1 1 ula,u2a2u3a3.. . u:akufa,uz.. .uiak_.. uiak avec tous les u< E A* pour i = 1, . . . , k 
etj=l,..., n. Le nombre p existe (p = 0 si u E A*) car u” est equitable, infini ou 
egal au mot vide, sur {a,, . . . , ak}. Comme S( n, u) = S( n, u’u”) = UyEO S(q, u’). 
S( n -4, u”), avec m = min((u’l, n), et que S(n -4, u”) = (alph( u”))“-9 = 

S( n - q, u”[p]) pour tout q s n, on a alors S( n, u) = S( n, x) avec x = u’u”[p]. ??

Preuve du Lemme 3.4. On procede par recurrence sur n. 

n = 1 + u’u”=, v’v” ($ alph(u’u”) = alph( z+,“) + equ(u”, v”) c alph(u’u”); 

done equ( u”, v”) c S( 1, u) = S( 1, u). Supposons maintenant que (equ( u”, v”))~ est 
inclus dans S( n, u). 

On a u’u”=~+~ v’u”* u’u” = n D’V” et aussi S( n + 1, u’u”) contient l’ensemble 
S( n, u’u”). S( 1, u”) u S( n, 2)‘~“). S( 1, Y”). 

Avec l’hypothese de recurrence on a: (equ( u”, v”))~. (S( 1, u”) u S( 1, u”)) c 
S( n + 1, u’u”), c’est-a-dire, (equ( u”, I.?‘))~+’ E S( n + 1, u’u”). D’oti le resultat 
cherche. Cl 

Preuve du Thkortime 3.2. D’apres le Lemme 3.3 il existe deux entiers p, et p2 tels 
que u’u”[pJ =” 2)‘zf’[p2]. D’autre part en utilisant le Lemme 3.4 on obtient que 
(equ(u”, u”))” c S( n, u). On applique alors le theoreme de Simon aux deux mots 
finis suivants u’u”[pJ et v’v”[p2]. 11 existe done un mot fini w’ tel que u’u”[pJ et 
~~‘v”[p~] divisent w’ et tel que u’u”[pJ = n w’=, ~‘n”[p~]. Pour tout mot infini w” 
equitable sur equ( u”, 0”) on a S( n, w’) = S( n, w’w”). 

En effet, S( n, w’w”) = U,“=, S(q, w’) . S( n - q, w”) avec m = min{] w’l, n}. Or S( n - 
q, w”) = (equ( u”, u”))“-~ et on a vu (Lemme 2.2) que (equ( u”, v”))~ est inclus dans 
S( n, w’) done S( n, w’w”) = S( n, w’). 

De plus, u/w’w”, U/ w’w” done w = w’w” est le mot cherche. Remarquons que si 
le cardinal de equ( u”, 0”) est plus petit ou Cgal a 1 alors il y a au moins un mot w ; 
sinon il y a une .infinitC non denombrable de mots infinis w. Cl 
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