
ore&al Computer ience 1 (1976) 227-235. 0 and Publishing Company 

aurice 

Universitt! Louis Pasteur, Strasbour&;, France 

Communiqub par A. SchiSnhage 
Recu le 15 octobre 1974 

Am&lliorations et remarques sur un algorithme dfi & . Zassenhaus, qui fournit la 
factorisation d’un poljrnome & coefkients entiers. Puis un algorithme t&s rapide et t&s simple 
qti donne des inormations utiles sur la d&composition d’un polynome module p. Applications: 
tests mod&o p d’irr&ductibilit&, de d&composition en facteurs liineaires d’un poSyn6me, de d& 
composition d’un id&al en 0 (log p) oHrations. 

Now &&ions d’abord le probI*me la factorisation lyn6me A ii coefficients 

L’algorithme que nous consid&ons est dti A ssenhaus, son princi 
consiste & utiliser la factorisation modulo p”, u nom& entier, p nombre 
mier, p assez grand (voir [I I]). 

oit : 
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(tan programme d&aiE figwe en [:@J>* A park de la, Zinnner [l l] pro,pose de 
consid&er les difI&-ents prodkts A;;... AI, tels que 

consid&~s comme polyn&nes sur 25, les coeEcients &ant choisis dans l’intervalle 

f -P% wf Zf 9 et u e tester si l’un td’eux divise A. Si on trouve ainsi un diviseur 5 
de A: Bi, on a A = B1 & et on appl.ique a nouveau le prolc&d6 tout entier B chacun 
&s B8, et ainsi de suite. Dans le cas contraire A est irrrkductible. 

11 nous parait prGf6rable de tester les At . . . A& “remontW sur 2 comme plus 
haut, dans l’ordre croissant de leur degrk Ceci permet, en une seule fois, de factori- 
ser At en UII produit de polyn&mes BJ dont chacun est une :lpuissance d’un polyniime 
krkductible. M est ensuite facile de trtwver C’, irreductible sur 2, tel que Bp = C$ 
La connaissanc3e des e, permet de limiter les valeurs possibles des d,. 

0n peut aussi se ramener de maniere simple, et rapids, au cas ou A est sans 
car&s, It suffit pour cela de calwler D (x) = p.g.c.d. (k4 (x), A’ (x)). Si D = I, A est 
sates facteur car&, sinon deg D 2 1 et on considere les polyn6mes D et A/D, et 
ainsi de suite. Lorsque A est sans facteur car& la m&hode proposee ci-dessus faurnit 
directement une dkomposition de A en facteurs ir&ductibles, 

Ceci nou$ am&e & chercher une estimation fine de M, puis & Ctudier le probl&me 
de la factorisation &II polynome modulo p. D’au~es applications sent don&s 
B kk &Ii. 

ajmition dies coefficients d’un i%ivideur 

Le r&su?at est le suivant: 

6or l Soient A et B comme p!w haut, B divisartt A. On a ators ta majoration 

I&d < (T) ( 2 la112;o 
i=O 

Soient z,, . . . . z, les wcines de A. On a la majoration Cvidente 

I~_4 G (;) Max (19 Izil) 

ser l’expression des en fonction des racines de B et le fait que les racines de 
t p&es parmi Ies z 

Il sufBt d’ap@iquer le Le 



RELATLFS A LA DECO POSITfON DES POLYNO 

tts: in6gaIit6 amdliore des rCsu?tats successifs de C. L. Siegel, A. 0. Gei’fond, 
Fel’dman, K. #abler. Le meilIeur d’sntre eux, celui de abller 133, est obtenlr 

mplawnt Ie membre de droite de @par 2 (aif, sa demonstration utiZise Ia 
f-0 

smuk de Jensen. 
Pour p > 1, et ao, . . . . a, fix&, la fonction p M (c ia#)‘~~ est df;croissai:te. L’in& 

alit6 (2) est la meill re possible en ce sens qu’elle n’est plus vraie en g&&al pour 
> 2 (considker le -ax- I, ob 4 est un ncsmbre positif assez grand). 
IA Lcmme 1 est vrai pour A a coeficients complexes. Nous avons donnC du lemme 1 

d6monstrations difkentes, l’une analytique qui repose sur la formule de 
rsewl [4], I’autre ywemen$ Urn 

ici la premikre. Par souci de csmpl&ude, 

Supposons que zl, . . . . z4 Csignent les racines de f 
: 1. Le polyn6me 

6rnoWration du Lenme 1, 
appa&e,?ant au disque lz] < 

vtkifie [G (z)[ = [A (~$1 pour lz/ = 1. La formule de Parseval dome 

La cowlusion r&ulte a?ors 

et 

go = G(0) == am 
J-1 

Iii 1 =i = ;a,l. 
i=l 

n peut done chc isir 

SI ( avec n = 



cm un exemple tin5 de [Z 1 j, soit 

P(X) = x’5+30x14+5X1:3f2 ~1z+5X+2. 

s MBtjorations p&&dentes de K foumissent res~~tiveme maxa, < 
2,% 109, tandis que nous obtcanons 
tons aussi qu’il n’est pas toujours 

pour savoir si un polyname est irr6 

(2)~ 30~~~1 < 30 1~)“~ si 121 = 1. 

ouch6 montre alors que, dans jz[ < P, Ies fonetions F (z) et 
re de Z&OS. Aizwi, F a’a qu’une racine 8 de module 2 1 

r:Gsonnement immMiat permet de caa&re 8 l’irr&ductibilit& de P, (8 est un nombre 

e QP 

trouvera de nombreux d&ails dans le livre de 
s int&esserons surtout au ca3 oti p est grand 

poIy&me). L’algorithme de factorislation de Berlekamp nkessite un no 
rations de l’ordre de 0 @m3). I1 n’est: done pas t&s rapide pourp grad. Knuth donne 
aussi un algorithme dont le nombre d’op&ations est en 

ne foumit que le produit des facteurs irr&ductibles de degr& d, pour d varian 

s nous proposons de d&ire un algorithme tr&s rapide et tr&s simple gui 
mir la factorisation, appwte cependant des informations prkises sur 

composition module p. 

t q umpuissmce ab"'un n 
K Ii2 p~ics petite 8xtendon 
tots, on peat ditermriter te deg 



Soient zl, . . . . 2, les 
Lit que 9f est sem‘bla- 

s, on a la relation 

= I. 

en 

“@~G?‘--1) = 1. 

ntrons maintenant que (39 ne t avoir lieu avec 1 <f’ < $ Si tel &it le cas, de 

‘(z: . . . 

quii pour k = n(qf’- l), on dtduirait que l’ordre de c e zf divise n(qf’ 

divise aussi #‘- 1 (puisque cet ordre est premier hp9, ui implique k c 
contrairement B la d#hition de f. Cette contradiction m e f est le plus petit 
entier positif tel que (TJ ait lieu. Si F est un majorant de f (il est clair que F = 
co ent), il suffit de calculer (94”)4’ pour s = 1, ..*, F. Ceci nkessite 0 (Fm3 lo 
F~=op&ations. 

it et p grand, nous 

fonction de &m. ndant suffisamment 

rerf. Noton; que si la dkomposition de est donn6e par ( 

on al 

male possible de f 

.p.c.m. Im;, . . . . rns99. 



la d&composition eu facteurs Fpremiers# de 9 (m) et soient ml, .*., mr tek que 

ml + . . . +mJ < faz et 9 (m) =: p.p.e.m* (ml, . . . . IT?,) 
et ’ 

ml+ . . . + m, minimal. 

Si P (W (2), . . . d&signe la suite croissante des nombres premiers, on co;rsidke 
la s&e 

S(k) = 

Montrons que 

S(k) &J+ Gm. 
b-1 

(4) 

L’inegalit6 de gauche est bvidente, puisque p (i) <pi, pour i = 1, . . . . k. Pour 
dkmontrer cetie de droite, remarquons d’abord que 9es ml sont des puissances de 
nombres premiers, IEn eflret, supposom; que I’OIR ait par exemple ml = ~2: rni’ avec 
(m’,, xn’;) =’ 1, m), > m’,’ > 2, on a aussi 

$ (m) = P.P.C.M. trni, m;‘, nat2, . . . . m,) 

m;+mi’+m,+ .*. 3-m, < mj_fm2+ . . . -I-ms, 
puisque 

ce qui contredit la minimalit de la somme des mi. Sachant maintenant que les ml 
sont des puissances de nombres premiers, la minimalit de ml + . . . +m, montre 
que les ml sont supkieurs a 1 et deux ii deux premiers entre eux. On a done k = s, 
et en choisiseant convenablement Za num&otation, ml = p:‘. La seconde in6galitC 
est Aors Claire: 

On en d6duit la majoration 

dIapr&s 1~ fait bien connu que Ic maximum d’un produit de nombres positif&, dont 
la somme est constank, est atteint 1orsque ces nombres sont dgsux. Remarquons 

s Be th6or&me des rwmbres premiers, on a aussi 

Soit y Ed que y2 logy = I&n, cc qui imgljique y f .a 2 (m/-tog rn)lJ2. (4) et (6), 

ez grand). (7) 

< e 
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IWgalite 

s9 (m) G exp ((1 +o (IN ) * 

ajoration est essentielle illeure possible, puisqt,e g v&tie ]la con- 
ditir or 

logg (m) N Jm log m; 

kat dQ B Landau, et qui m’a 6tC signal6 par M. I?. Schiitze: erger (voir [T]). 

Nous avons obtenu le r6sultat suivant, qui prkise le Thkorkne 2. 

tion 1. Le nombre N d’op&ations consid&& dans le Thth?me 2 virijie 

N < Cm38 (m) logp, C constante, 
awe 

g w = IP rx (p.p.c.m. (m,, . . . . m& 
% . ..,m,rs 

m,+. . .+m,=m 

et on u -- 
Q (m) = exp ((1 +o 0)) v’m log m ). 

Ceci montre en particulier que cet algorithme ne prkente un intCr& cue pour des ._ 
valeurs de m assez petites Comme me l’a fait remarquer J. Ber:;tel, on peut donner 

e fomae effective ii la Proposition 1. En 1939, Rosser a denrontre 1’inegalitC re.- 
marquable p (n) > N log YJ! (voir [8] pour des resultats plus p&is). On a done la 
minoration 

S(k) > c nhgn. 
l<klGk 

pour estimer le merrbre de droite, on peut utiliser la formule d’Euler Mac- 
(weir, par exemple, I, p. 3032), soit 

ce qui donne ici 

i nlogn 2 
n=I 

$(log k-l/2)+ log k)/2+ (log Q/12-- Gk- 

ans notre ProbE e, k verifie done 

k2 



1. .,Dt!compos!tion d’un polyn3me en ficteurs Jinhaires SW 

a d6jb remarqu6 que le Th&srkme 2 est vrai sur 
se dkompose en facteurs Waires sur 
altars le rkultat suivant. 

si un polynome 
= 1. fin obtie 

o$ si un polyn6me de de@ m se dtkomlpose en fucteurs Ii’tWrrzs 
il suffit de 0 (m3 log 4) optkations. 

2. Un test d’irr6ductibilitk moduk, p. 

Si Ie polynome A consid& est de degr6 m primaire*, on a [K: Fp] = m si, et 
seulement si, A est irr6ductible modfulo p. D’ou le thbor&me s&ant. 

si un polyn6me de degrk m primaire est irre’ductibk 
3 logp) op6!rationsS 

3. Dtkompositfon des idkaux &ns un corps de nombres. 

Soit L une extension algebrique de degr6 fini sur Q, L - Q (9), oti 9 admet A 
our pol:y&me minimal. Soit p un nombre premier qui ne divise pas le discriminant 

de A, on sait depths mmer que la dkomposition de A modulo p permet de de- 
terminer la dkompo de l’id6al (p) dans L (voir par exemple [9], th. 4-9-1, et 
f’exercice 4942 oh on montre que ce rkaltat est vrai dans des conditions plus g& 

“ar souci de simplicitC, limitons nous au CJS oik L est un 
s les trois possibilites suivantes 

lo p; alors (p) est irr&ductible 
p), Al irr&ductibles; alors (p) = pi9 
od PI et @I = Pi P2 P39 

cilement le cas (ii) des deux autres. ConsiC&ons en 
Soient zl, z2, 27 les racines ans une extension d w 

omz 6 aussi et e mo- 

endre). ans le eas (ii) a, avec u 

ic x sur xp, on a g 
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1,2,3 et. avec une numkotation convena le, (9” (z:,) = z2, d (2J = zg, 

d (2,) = zl, done d (8) Set E C P 
n distingue ensuite Ile cas (i) de (iii) en 

ant le Th6orhe 3 sur . En r&urn& 

Soit L un corps cubique sur L = Q (a), (~9 8 a&net A pow polyn&ne 
Soit P un nombre 

pas le d&t iminanl D on peut dkterminer I2 tyPe 
I’i&u! (p) hns L en O(hgp) op6rution.v. (Lu d&composition (p) = @r pz, pr et p2 

D 
Premiers correspont uu cus - = - 1.) 0 \P 

rque. Ce rhulta peut &re particuliCre.ixnt utile quand on cherizhe, pour & 
fix& le comportement d’u grand nombre d’id6aux (p). appelons que l’algorithme 
proposb consista seulcment B calculer, module p, UIIC puissance convenable d’une 
certaine ma&e B coefficiets entiers. De plus, d’ap& la Ioi de rCciprscit6 quadra- 

tique ([9,Th. 7.33]), J! = - 
0 P 

tquivaut 8 ce que p appartienne $ um union 

tie de progressioas arithmbiques (qu’i: eat facile de dherminer). 
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